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Résumé. — Dans la première moitié du livre, on traduit, dans la situation géométrique des 
variétés de Drinfeld, les principaux résultats du livre d'Harris et Taylor. On explicite notamment 
la restriction aux strates ouvertes des faisceaux des cycles évanescents en fonction de certains 
systèmes locaux dits d'Harris- Taylor dont on calcule la somme alternée des groupes de cohomologie 
à supports compacts. Dans la deuxième moitié du livre, on décrit les gradués de la filtration de 
monodromie du faisceau pervers des cycles évanescents ainsi que la suite spectrale correspondante. 
D'après le théorème de comparaison de Bcrkovich-Fargues, on obtient alors une description de la 
filtration de monodromie-locale du modèle de Deligne-Carayol. 

Abstract (Perverse sheaf of vanishing cycles of Drinfeld varieties and cohomology 
group of Deligne-Carayol model) 

In the first half of the book, we translate in the géométrie situation of Drinfeld varieties, the 
principal results of the Harris and Taylor's book. We give in particular the restriction to the open 
strata of the vanishing cycles sheaves in terms of some local Systems named Harris- Taylor's local 
Systems which we calculate the alternated sum of the cohomology group with compact supports. 
In the last half of the book, we describe the monodromy filtration of the vanishing cycles perverse 
sheaf and the spectral séquence associated to it. Thanks to the Berkovich-Fargues' theorem, we 
obtain the description of the local monodromy filtration of the Deligne-Carayol model. 
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INTRODUCTION 



0.1. — Soient d un entier strictement positif et K un corps local complet d'égale caractéristique 
p, d'anneau des entiers Ok- On considère le groupe ^ (resp. Wk) des éléments inversibles 
de "1" 'algèbre à division centrale sur K d'invariant 1/d (rcsp. le groupe de Weil de K). Pour un 
nombre premier l ^ p, Langlands (resp. Jacquct-Langlands) a (rcsp. ont) conjecture l'existence 
d'une bijection (resp. d'une injection JL) entre les Qj-représentations irréductibles admissibles 
de GLd{K) et les représentations /-adiques indécomposables de Wk (resp. entre les représentations 
admissibles irréductibles de Dj^ et les représentations essentiellement de carré intcgrable de 
GLd{K)) qui sont compatibles à la formation des fonctions L de paires; on renvoie à [16] pour 
des énoncés précis. 

A l'aide de la cohomologie étale, Deligne a alors construit une série de représentations W^^ 

du produit de ces trois groupes. Pour d = 2 et pour p une représentation irréductible de ^ 
telle que tt := JL(p) soit une représentation cuspidale de GL2{K), Carayol, dans [8], montre 
que la composante p-isotypique (p) de Uj^ réalise les correspondances de Langlands et de 
Jacquet-Langlands, i.e. 

W^^(JL-i(^^))^7r®L,(^)(-i). 

Le cas d quelconque est traite dans [5]. En outre pour d = 2, Carayol décrit également ce qui se 
passe pour les autres représentations. 

Le but premier de ce travail est de faire de même pour d quelconque, i.e. calculer complètement 
les U'^^{p) pour p une représentation irréductible quelconque de -D^^^. Dans le cas où p est la 
représentation triviale, le résultat se formule comme suit. 



Théorème Pour O^i^rf— 1, on a 

W'/il) = TTi l(-i) 



OÙ TTj est l'unique quotient irréductible de l'induite parabolique 

où Pd-i,d est le parabolique standard associée aux d—i premiers vecteurs et Stj est la représentation 
de Steinberg de GLi{K). 



L'énoncé du cas général, théorème (IV.3.1.1), s'énonce de manière similaire et fait intervenir 
les correspondances de Langlands et Jacquet-Langlands. En particulier dans le cas Iwahori, via 
l'isomorphisme de Faltings, cf. [10], on retrouve le résultat principal de [21]. 
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0.2. — La preuve est de nature globale et repose sur le théorème de comparaison de Berkovich 
des cycles évanescents locaux et globaux. Ainsi le deuxième résultat de ce texte est la descrip- 
tion explicite du complexe des cycles évanescents des variétés de Drinfeld-Stuhler ainsi que de sa 
filtration de monodromie-poids et de la suite spectrale associée. 

Par ailleurs les techniques s'appliquent dans le cadre de la caractéristique mixte pour les variétés 
de Shimura associés à certains groupes unitaires étudiées dans [14] ce qui fournit en particulier les 
conjectures de monodromie-poids versions faisceautique et cohomologique. Ce cadre est l'objet de 
[6], et nous donnons dans l'appendice A les grandes lignes des modifications formelles à apporter. 

0.3. — Soit X une courbe projective lisse, irréductible et géométriquement connexe définie sur 

"le" corps fini k q = éléments , Fg et soit F son corps des fonctions. On fixe deux places 
distinctes oo et o de X que l'on peut supposer par simplification, rationnelles sur de sorte que 
le complété Fo du localisé de F en o est le corps local précédemment noté K. On note A l'anneau 
des fonctions sur X, régulières en dehors de oo. Etant donné un entier d ^ f , on fixe une algèbre à 
division centrale D sur F de dimension d^, non ramifiée en oo et o, ainsi qu'un ordre maximal D. 

Dans [19], les auteurs construisent pour un idéal non trivial / de A, un schéma M/ défini sur 
F, classifiant les P-faisceaux elliptiques sur X, munis d'une structure de niveau /. Pour o ^ V{I), 
Mj a un modèle entier Af/^o lisse sur le complété Oq de A en la place o. Un tel modèle non lisse 
dans le cas où o e V{T) est construit dans [5]. Les schémas M/_o sont naturellement munis d'une 
action, par correspondances, de {D'^)^ . 

0.4. — On s'intéresse alors à la fibre spéciale Mj^g^ de Mj^o- Dans [5], je stratifié Mj^sa P^r des 
sous-schémas localement fermés M/"^^ pour 1 < /i < d, de pure dimension d — h tels que l'on ait 
un équivalent du théorème de Serre- Tate pour les î?-faiscca\ix elliptiques à savoir : le complété 
de l'hensélisé strict de l'anneau local de M/_o en un point géométrique de est isomorphe 

à Def^[[xi,--- ,Xd-h]] où n est la multiplicité de o dans / et Def^ représente le foncteur des 
déformations de niveau n d'un £>o-module formel de hauteur h sur Fp. 

Par ailleurs pour 1 ^ ft, < rf, il existe un sous-schéma ferme Mf^ de Mf^ stable sous les 
correspondances associées aux éléments du sous-groupe parabolique Pf^^^iFo) de GLd{Fo) (cf. la 
définition (II. 1.1.1)) et tel que 

Mil = Mfl^, Xpi.yajM:i) GL^iOJMl) 

on n est la multiplicité de o dans / : on dit que les strates non supersingulières sont 
géométriquement induites. 

0.5. — Dans le premier chapitre, en suivant [14], on étudie la restriction aux strates Mf'^ des 
faisceaux des cycles évanescents iî*^'^^(Q;). Pour cela on introduit selon loc. cit. les variétés d'Igusa 
de première et seconde espèce. 

Les premières sont des revêtements galoisiens de MfJ^^ de groupe de Galois GLd.-h{Oo/ M^), 
définies par la donnée d'une structure de niveau A^" sur la partie étale des "D-faisceaux elliptiques 
de Mfl\ : on dispose alors d'un morphismc radicicl de TfJ^^ '^'^^^ ^'^Fs i- 

Les variétés d'Igusa de seconde espèce sont des revêtements galoisiens Jil\{s) — > ^/^''n 
groupe de Galois (Vo,h/ (H* ^))^ oii Vq^h est l'ordre maximal de l'algèbre à division Do,h centrale 
sur Fo d'invariant l//i, avec lio.h une uniformisante : elles sont définies via une rigidification 
modulo de la partie connexe des î?- faisceaux elliptiques de Ifo\ - 

On dispose alors pour toute représentation r irréductible et admissible de -D^ ^, d'un système 
local J^r dit de Harris-Taylor, sur . Suivant [14], la restriction à Mj"^ ^ des faisceaux des 
cycles évanescents s'exprime alors en termes des systèmes locaux d'Harris-Taylor et des faisceaux 
des cycles évanescents du modèle local. 



f^^en fait sur une version raiBnée fournie par Fargues (cf. le théorème principal de l'appendice de [6]) 
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0.6. — Au deuxième chapitre on prouve le cas Iwahori du théorème local. On commence par des 
rappels sur les représentations elliptiques de GLd{Fo). On raisonne ensuite par récurrence en sup- 
posant connu le cas Iwahori du théorème local en hauteur strictement inférieure à d. L'hypothèse 
de récurrence et le fait que les strates non supersingulières soient induites, nous permettent alors 
d'étudier combinatoirement la suite spectrale des cycles évanescents et de prouver le résultat. 

0.7. — Au troisième chapitre, en suivant [19], il s'agit de calculer la somme alternée des groupes 
de cohomologie des systèmes locaux d'Harris-Taylor. La démarche est classique : il s'agit tout 
d'abord d'utiliser la formule des traces de Lefschetz et donc de compter les points fixes sous 
l'action d'une correspondance de Heckc tordue par une puissance assez grande du Frobenius et 
ensuite de transférer les intégrales orbitales obtenues afin de reconnaître le coté géométrique de la 
formule des traces de Selberg. 

On en déduit alors un calcul de la somme alternée des groupes de cohomologie du modèle local 
de Deligne-Carayol. En particulier, dans le cas Iwahori, des arguments de pureté nous redonnent 
les résultats obtenus à la fin du chapitre précédent. Pour ce qui est du cas général, le théorème local 
correspond à dire qu'il n'y a pas d'annulation dans la représentation virtuelle Xli=o^(~-'-)M^F*(/'o)] 
oii Up''^~^{po), pour 1 < i ^ rf, est donné par le i-ème terme de plus haut poids. 

0.8. — Dans le quatrième chapitre on étudie la filtration de monodromie du faisceau pervers 
iî^'^^(Qj)[d — 1] dont on notera grk les gradués ainsi que la fibre en un point supersingulier des 
termes El'-' de la suite spectrale 

et en particulier la fibre en un point supersingulier des termes El'-' . 

On décrit tout d'abord les grk dans la catégorie des faisceaux pervers sur la tour des {Mi^so)i 
munis d'une action par correspondances de (D^)^ x Wo, en fonction des extension intermédiaires 
J!^'^-^jL-i(st,(7ro)) M ^ ^.9] des systèmes locaux d'Harris-Taylor, où j*''^ désigne l'injection de la 
strate M]~''f et tTq est une représentation irréductible cuspidale de GLg{Fo) avec 1 ^ i ^ d/g. 

On calcule ensuite les faisceaux de cohomologie de ces derniers ce qui donne le théorème local 
d'après le théorème de comparaison de Berkovich. En fait Fargues, cf. l'appendice de [6], améliore 
les résultats de Berkovich ce qui nous permet finalement de décrire la filtration de monodromie- 
locale du modèle de Dclignc-Carayol. 

0.9. — Dans le dernier chapitre on donne divers compléments. On prouve en particulier la con- 
jecture (14.21) de [19], des cas particuliers de correspondances de Jacquet-Langlands par ailleurs 
connus des experts. On montre aussi que les composantes locales de représentations automorphes 
de sont ce que l'on attend à savoir ce que l'on devrait obtenir à partir des résultats de Moeglin- 
Waldspurger sur les composantes locales des carrés intégrables de GLd{A) via une correspondance 
de Jacquet-Langlands globale. On montre enfin comment en caractéristique mixte, on peut prouver 
la conjecture de monodromie-poids version cohomologique. 

0.10. — Dans l'appendice A, on donne le dictionnaire entre les notations de [14] et les nôtres 
et on renvoie à loc. cit. pour les résultats géométriques et cohomologiques que l'on utilise. Via 
ce dictionnaire, les résultats et les preuves du chapitre IV sont alors valables telles quelles; en 
particulier on obtient une preuve de la conjecture de monodromie-poids dans le cadre des variétés 

de Shimura de loc. cit. 

0.11. L'appendice B résume certains des résultats obtenus au cours de la preuve et l'appendice 
C présente diverses figures des nombreuses suites spectrales que l'on utilise, essentiellement pour 
s = 4. 

Les chapitres I et III sont essentiellement une traduction en égale caractéristique des résultats 
de [14]. Le chapitre II n'est pas utile mais il nous a semblé agréable de présenter une preuve du 
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cas Iwahori qui n'utilise pas toute la machinerie. Pour les lecteurs intéressés par les résultats du 
chapitre IV, nous avons fait en sorte que celui-ci soit lisible indépendamment des deux premiers, 
sauf pour ce qui est des rappels de [24] donnés §11.1. 

Remerciements Je tiens à exprimer ma profonde gratitude envers Gérard Laumon pour son soutien 
constant tout au long de ces années ainsi que pour sa perspicacité à dépister les fausses bonnes 
idées et à mettre en avant les autres. Merci aussi à Laurent Fargues de m'avoir fourni une bonne 
notion de monodromic locale qui m'a permis de simplifier grandement les preuves. J'adresse des 
remerciements à Jean-François Dat pour m'avoir fourni l'habillage catégoriel des faisceaux de 
Hecke ainsi que pour ses nombreux conseils ainsi qu'à Thomas Hausberger pour m'avoir indiqué 
une erreur dans mes précédents travaux au niveau des actions sur le modèle local. 



CHAPITRE I 



VARIÉTÉS DTGUSA, SYSTÈMES LOCAUX D'HARRIS-TAYLOR 
ET CYCLES ÉVANESCENTS DES VARIÉTÉS DE DRINFELD 



Introduction 

0.1. — Rappelons la situation globale. Soit X une courbe projective lisse, irréductible et géométri- 
quement connexe définie sur le corps fini k q = p"^ éléments , Fg et soit F son corps des fonctions. 
On fixe deux places oo, o distinctes de X que l'on peut supposer par simplification, rationnelles 

sur Fg. On note A l'anneau des fonctions sur X, régulières en dehors de oo. Etant donne un entier 
d ^ 1, on fixe une algèbre à division centrale D sur F de dimension (P, non ramifiée en oo et o, 
ainsi qu'un ordre maximal D. 

Dans [19], les autours construisent pour un idéal non trivial I de A, un schéma Mj défini sur 
F, classifiant les 2?-faisceaux elliptiques sur X, munis d'une structure de niveau /. Pour o ^ V{I), 
Ml a un modèle entier M/^o lisse sur le complété Oo de A en la place o. Dans [5], on construit un 
tel modèle non lisse dans le cas où o & V{I). Les schémas M/^o sont naturellement munis d'une 
action, par correspondances, de (Z)^)^. 

0.2. — Dans [5], la fibre spéciale M/^g^ de Mj^o est stratifiée par des sous-schémas localement 

fermes pour 1 ^ /i ^ d, de pure dimension d — h tels que l'on ait un équivalent du théorème 

de Serre- Tate pour les P-faisceaux elliptiques à savoir : le complété de l'hensélisé strict de l'anneau 
local de M/^o en un point géométrique de Mf'^ est un anneau de séries formelles Def^ oii ce dernier 
représente les déformations de niveau n := multo(/) d'un Oo-module formel de hauteur h. 

Par ailleurs ces strates pour h ^ d, sont géométriquement induites au sens oii il existe un 
sous-schéma fermé Mf'^ de Mf'^ stable sous les correspondances associées aux éléments du 
sous-groupe parabolique Ph'cii^o) de GLd{Fo), opposé au parabolique standard associé aux h 
premiers vecteurs de la base canonique et tel que 

0.3. — 11 s'avère que l'adhérence Mf^ ^ des est lisse de sorte que la non lissité des strates 

Mf^ provient des intersections entre ces différentes composantes et donc de l'intrication des 
parties connexes et étales des /-structures de niveau. Afin de démêler la situation on introduit les 
variétés d'Igusa de première et seconde espèce. Pour tout place o divisant /, on note / = I°A4" 
où n est la multiplicité de o dans / de sorte que o ne divise pas 1°. 

Les variétés d'Igusa de première espèce Tfa\ ^o^it des revêtements galoisiens de Mfa\ de 
groupe de Galois GLd-h{Oo/À4g), définis par la donnée d'une structure de niveau Aig sur la 
partie étale des X'-faisceaux elliptiques de Mjl^^ : on dispose alors d'un morphisme radiciel de 
J,=^„ vers M,=''^_,. 

Les variétés d'Igusa de seconde espèce sont des revêtements galoisiens JY>\{s) — > If>!^n '^^ 
groupe de Galois iT^o,h/(^o,h))^ '^o,h est l'ordre maximal de l'algèbre à division Do,h centrale 
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sur Fo d'invariant \/h, avec Jlo,h une uniformisante : elles sont définies via une rigidification 
module de la partie connexe des P- faisceaux elliptiques de ÎJ;^ . 

On dispose alors pour toute représentation irréductible et admissible de "D^^^, d'un système 
local dit de Harris-Taylor, sur Mf^ ^ qu'il est aisé de propager à toute la strate via l'action de 
GLd{Oo)- Afin de mieux suivre les actions, on partira plutôt d'une représentation irréductible Tq 
de Dp ^ dont on prendra la restriction à I?^^ de sorte que le système local obtenu J^ro sera pas 
irréductible. 

0.4. — Suivant [14], on est en mesure de décrire assez simplement le complète formel de Mj^^ 
le long de la strate Mp^^ i. D'après les résultats de Berkovich, on en déduit alors une expression 

de la restriction à MJ^^ ^ des faisceaux des cycles évanescents en termes des systèmes locaux 
d'Harris-Taylor et dos faisceaux des cycles évanescents ^ associés par Berkovich aux anneaux 
Def^ tout en suivant l'action de x Wq. 

0.5. — Décrivons succinctement le contenu des différents paragraphes. Le premier paragraphe 
est consacré aux rappels de [19] et [5] sur les Oo-modules formels, §1.1.1, sur les î?-faisceaux 
elliptiques et leurs structures de niveau, §1.1.2, les variétés de modules M/_o munis d'une action 
par correspondances de (D^)^ , §1.1.3. On rappelle ensuite, §1.1.4, selon [19], la construction des 
systèmes locaux Cp^ sur les variétés de M/.o associés à une représentation irréductible pœ des 
inversibles de l'algèbre à division D^o centrale sur d'invariant — l/d. On rappelle enfin, §1.1.5, 
la stratification de la fibre spéciale et comme application du théorème de Serre- Tate, §1.1.6, on 
montre la lissité des Mf^ ^. 

0.6. Le deuxième paragraphe s'intéresse plus en détail aux structures de niveau en y démêlant 
parties étales et connexes. A tout S'-point de Mj s„ est associé un (/)-faisceau : si S — > Mj s„ se 
factorise par , le faisceau associé se décompose alors en partie étale et connexe. L'un des 

résultats clef de ce premier paragraphe est la proposition (L2.1.1) qui montre qu'après extension 
des scalaires par une puissance assez grande du Frobenius, la décomposition en composantes étale 
et connexe du ^-faisceau d'un S'-point de Mf^^^ est scindée modulo tTq . On a aussi des résultats au 
niveau des déformations de points de , corollaire (L2.1.3) et proposition (L2.2.6). On montre 
enfin la relation de congruence, proposition (L2.3.1), qui permet de vérifier, §L3.3, la compatibilité 
des diverses définitions des correspondances de Hecke. 

0.7. — On introduit, §L3, suivant [14], les variétés d'Igusa de première espèce Ifo\. On peut 
comprendre la démarche des définitions de celles-ci, de leurs versions formelles îi» ^=h,m{i) et de 
leurs liens aux variétés de Drinfeld, comme la différence entre la donnée d'une structure de niveau 
sur un ç!)-faisceau et la donnée de structures de niveaux sur les parties étale et connexe du même 
(^-faisceau. Les résultats dans ce sens sont les propositions (L3.1.2) et (L3.2.1). En particulier on 
a un morphisme radiciel de Ifo^^ "^^"^^ ^Ts a multiplicité de o dans /. Au niveau des 

complétés formels, le résultat clef est la proposition (L3.2.1) qui donne l'existence d'un isomor- 
phisme canonique de îio-h,n{n) vers Mj^o,=h,a- On définit ensuite, §L3.3, les correspondances de 
Hecke associées aux cléments de GLh(Fo) x GLd-h{Fo) sur la tour des ïio,=h,m{t), de manière 
compatible au théorème de Serre- Tate et à lïsomorphismc de la proposition (1.3.2.1). 

0.8. — Les variétés d'Igusa de seconde espèce JjZ^^{s) de niveau s, sont introduites §L4 : le 
revêtement Jfo^^is) — > Xfl'^^ est étale de groupe de Galois V^^^^^ := {Vo,h/{Kth )V où Do,^ 
est l'ordre maximal de l'algèbre à division centrale sur Fo d'invariant 1/h et où Ilo,h est un 
uniformisante de 'Do,h- On définit §L4.2, les correspondances de Hecke sur la tour des Jfz^mi^) 
associées aux éléments de {D^'°)^ x GLd-hiFo) xAAo oii AAo est le noyau du morphisme GLh{Fo) x 
^oh ^ ^F„ — > ^ qui au triplet {91,50,00) associe la valuation de det((7o)rn((5o)cl(co) où rn : 
D^^ — > Fo est la norme réduite et cl : Wf„ — > Fg est l'application de la théorie du corps 



I.l. MODULES FORMELS ET VARIÉTÉS DE DRINFELD : RAPPELS 



r 



de classe. Les résultats principaux sur les variétés d'Igusa sont ceux de §1.4.3. Brièvement on se 
sert des Jfl\{s) pour "détordre" le scheiricL formel ^=h,m 

{t) (cf. la proposition (1.4.3.4) et la 
remarque qui suit). Ce paragraphe est très proche du texte de [14] ; en particulier en suivant loc. 
cit., on montre à la proposition (1.4.3.7), une version à niveau fini de ces résultats. 

0.9. — Le cinquième paragraphe traite des cycles évanescents. A partir de ce point et jusqu 'à la fin, 

sauf mention expresse du contraire, on considère l'action naturelle, i.e. celle de [5], de GLd{Fo) 
sur Deî^ tordue par l'application go '-^ *gô^ / on pointera cette modification par un tilde sur les 
espaces concernés. On s'intéresse en premier lieu à la restriction du faisceau des cycles évanescents 
R^^Vo (Q;) de M/_o — > Spec(Oo) à la strate Mf^ ^, en fonction du faisceau des cycles évanescents 

du modèle local, i.e. de Def(j (cf. §L5.1). L'énoncé principal, théorème (L5.2.7), décrit cette 
restriction munie de son action de ip'^'")^ x Ph,d{Fo) x Wpa- Formulons en rapidement l'énoncé : 

soit Twist j^=)i (oo)(*Fl',n) ^® faisceau sur If'^^n restriction à Jfî^^{s) muni de l'action 

naturelle do î?o ^ est le faisceau constant î'^'*„ muni de l'action "diagonale" de î'o /j- Ce faisceau 
est naturellement muni d'une action de {V'^'°)^ x Ph'^iFo) x et on a un isomorphisme 

équivariant naturel 

R''^r,AQi)\MTX,^ - T^i^Vro':„(oo)(*F:;,J 

On relie ensuite §L5.3 ces faisceaux aux systèmes locaux^^^ sur Mf^ ^ associés aux revêtements 
d'Igusa de seconde espèce et à une représentation admissible, irréductible Tq de D^^. Cette de- 
scription est donnée à la proposition (L5.3.6). 

0.10. — Enfin dans le dernier paragraphe, on donne, au niveau des complétés formels, des 
équations explicites définissant les variétés d'Igusa de seconde espèce. 

1.1. Modules formels et variétés de Drinfeld : rappels 

I.l.l. Rappels sur les déformations des Oo-modules formels. — 

1.1. 1.1. Définition. — Étant donnés une Oo-algèbre Ret i : Oq ^ R son morphisme structural, 
un Og-module formel sur R est un couple G = {F, {f\)\eOo) où F G R[[X,Y]] et f\ G R[[X]] 
avec f\{X) = i{X)X modulo (X^), vérifiant les propriétés usuelles pour en faire un Oo-module, F 
représentant l'addition et f\ la multiplication par A. 

Remarques : - Si iî est un corps sur F^, il existe un entier d, appelé la hauteur de G, tel que 
F{X, Y)=X + Y ei f^S^) est une série formelle en Xi\ 

- Sur Fg, il existe à isomorphisme près un unique Oo-module formel de hauteur d donnée que l'on 
notera S^. 

- L'anneau des endomorphismes de ce Oo-module formel de hauteur d sur k, est l'ordre maximal 
î?o,d de l'algèbre à division centrale sur Fo, Do,d, d'invariant \/d. 

1.1.1.2. Définitions. — On note O^^ = Fg[[-n7o]] et on considère la catégorie G dont les ob- 
jets sont les Og'^ -algèbres artiniennes. Une déformation sur R e Ob(C) du Oo-module formel 

de hauteur d sur ¥q, T,d, est un Oo-module form,el G = {F, {fx)xeo) sur R dont la réduction 
m,odulo l'idéal maximal A4 de R est S^. Une structure de niveau n sur G, est la donnée d'un 
homomorphisme de Oo-module, 

in : {^o^lOof M, 

tel que f^^{X) est divisible par Y[a£{^~'^Oa/Oa)''^-^ ^ 'ra("))- Une déformation de niveau n définie 
sur R, est par définition une déformation sur R munie d'une structure de niveau n. 



(^)non irréductibles car la restriction de To à est une somme directe de er^ représentations irréductibles. 
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1.1.1.3. Proposition. — (cf. [9] proposition 4-3) Le joncteur des déformations de niveau n du 
O o-modmlc formel de hauteur d surFg, E^, est représenté par l'anneau DefJ^ vérifiant les propriétés 

suivantes : 

- pour n = 0, le Oo-module formel universel sur DoÎq est de la forme {X + Y, {f\)\^Oo) o-'v^c 

f-^a {^) = ^oX+aiX'^A Vad-iX'i +X« et Dcfo ~ F, [[oq, ai , • • • , a^-i]] avec ao = tjJo ; 

- soit pour 1 ^ i ^ d, ei est le i-ème vecteur de la base canonique. Pour n > 0, le morphisme 



Dcf^ 



défini par (j){v2) = t-ni^i) où in est la structure de niveau universelle, est un isomorphisme. 
Remarque : Dans la suite quand on écrit 

Dcff^ ~Fq [[<,••• ,«2]] (rc«p. Dof;|^F,[[ao,ai,--- ,ad_i]], ao = t^o) 
on sous-cntcnd qu'il s'agit do l' isomorphisme ci-dessus. 

Remarque : Le morphisme caractéristique Fq[[n7o]] — > Def^ peut se calculer de la façon suivante. 
Le morphisme Defg — > Def ^ est donné par l'égalité de polynômes 



v\ 



X 

XI 



\{woX + aiX« + • • • + aa-iX'i' " + X« ) 



oiî A est le coefficient dominant du polynôme de gauche. Ainsi l'image de Wq dans Def^ est 



M) 



M) 



q-1 



En notant a" pour ^ « < d, les images de a^ e Defg dans Def„, les morphismes /„ : Def„ — > 
Def„_|_i se calculent de proche en proche par l'égalité suivante : 

/««) = + fnia'l)K+y + ■■■ + fn{a-d_,){vrY~' + {v^Y 

1.1.1.4- Proposition. — (Deligne, Carayol : cf. [8] ou [5] 2.3) L'action naturelle de GLci{Oo) x 
^o,d sur Def^, se prolonge au noyau de l'application 



0^ rn : D^ . 



GLdiFo) X X Wo 

{g, s, w) 

est la norme réduite. 



val(det(c?-i)rn(^)d(w)) 



On rappelle que l'action de G GLd{Fo) fl Md(Fo) se déduit de l'action naturelle à gauche 
de g sur la structure de niveau b : {Fo/OoY — > M.; par ailleurs celle de est définie via 
l'identification avec Aut(I]d). 

1.1.2. D-faisceau elliptiques et structures de niveau. — 

1.1.2.1. Définition. — (cf. [19]) Un "D-faisceau elliptique sur un schéma S est d'après 

[19] un diagramme commutatif 



I.l. MODULES FORMELS ET VARIÉTÉS DE DRINFELD : RAPPELS 



g 



où : 

- £i est un P^xS-module à droite localement libre de rang 1, et donc un C^xS-module locale- 
ment libre de rang â? ; 

- est égal à (Idx x Frobs)*^ j ; 

- ji et ti sont des injections x s-lincaircs ; 

- £i+d — ^i(oo) := £i ®Ox Ox{oo) et le composé Si £i+i ■ ■ ■ ^ £i+d est induit par 
l'injection canonique Ox ^ Ox{oo) ; 

- {prs)*{£i/£i-i) est un Os-module localement libre de rang d où prs : X x S ^ S est 

la projection canonique. De manière équivalente, Ei/Ei-i est isomorphe à l'image directe 
(zoo)*(roo,i) d'un Os-module Foo,» localement libre de rang d, par la section oo : {ioo) '■ S — > 
X X S, s I — > (oo, s); 

- l'image directe de Cokeri^ est un Og-module localement libre de rang d. Le support de 
Coker<i est disjoint de Bad U {00} x S, 011 Bad désigne l'ensemble des places x àe X telles 
que Vx n'est pas isomorphe à Wi(i{Ox)- De manière équivalente, Cokertj est isomorphe à 
l'image directe (io,i)*(ro,i) d'un Os-module Fq,, localement libre de rang d, par la section 

[lo.i) ■ i> — *■ X X b 
induite par un morphisme io,i : S ^ X tel que io^i{S) C \X'\. 

Remarque : Les inclusions Si ^ Si+i étant des isomorphismcs sur (X\{oo}) x S* et le support de 
Cokerfj étant disjoint de 00 x 5, on en déduit que la donnée des morphismes {ti)i est équivalente 
à la donnée d'un seul U. Les morphismes io,i sont indépendants de i ; on le note io, le morphisme 
caractéristique du "D-faisceau elliptique. 

1.1.2.2. Définition. — (cf. [19]) Étant donnés {£i,ji,ti) un î>-faisceau elliptique défini sur S 
et I un idéal de A tel que V{I) fl io{S) = 0, une I -structure de niveau sur {£i,ji,ti) est un 
isomorphisme de 'D/xS-niodules à droite, ?/ : "Dj Kl Os—-^£ixS tel que le diagramme suivant est 
commutatif 




Pour définir la notion de structure de niveau en une place v G io{S) d'après [5], on est amené 
à considérer les objets suivants. Pour alléger les notations on prend v = o ce qui sera d'ailleurs le 
cas dans la suite. 

1.1.2.3. Définitions. — -Le {Oo ® Os)-module £i (g) Oo est indépendant de i ; on le note 
£0- Un isomorphisme Vq — Mc((Oo) étant fixé, soit To le (O,, ® Os)-m,odule libre de rang d, 
défini par Ei i.£o, où Ei i est l'idempotent de Mrf(Oo) associé au premier vecteur de la base 
canonique. Par équivalence de Morita, on a un isomorphisme Vg-équivariant £„ — T^. Les 
morphism,es ti induisent alors un morphisme t'^ : "^To — > To- Le (j)-faisceau associé est par 
définition le couple (To, 4>o) o-vec (po =to '■ ^To — > To- 
- Le Oo-module de Dieudonné sur B associé à {£i,ji,ti) est le couple {Vo,<.po) où Vo est le 
{OoèiK{o)0 s) -module localement libre de rang d, 

et ifio ■ (Ido^ (8)^(0) FrobK(o))*V'o — > Vo est l'application induite par (po Pour tout n, on notera 

Vo,n := VoW^^\Vo. 
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- Pour tout n, on note To,n = ®Oo (C'o\-A4^") on considère Gr{!Fo,n), le S-schéma en 
Oo-modules finis, d'ordre q'^'^ tués par tu", qui représente le foncteur de la catégorie des 
S-schémas dans celle des ensembles : 

(x)) = uixY Mx G J^o,„} 

On a alors la suite exacte 

Gr(J-o,„)^Gr(^„,„+i)^Gr(^o^„+i). 

- Si P est un R-point d'un schéma Y, on note [P] le sous-R-schéma de Y qu'il définit. Pour 
(Pi) une famille finie de tels points, on note J^l^i] l'' sous-schéma de Y défini par le faisceau 
d'idéaux produit des faisceaux d'idéaux définissant les [Pi]. 

- Une M^-structure de niveau sur {£i,ji,ti)/S est un homomorphisme de Oo-modules „ : 
{M~"'/Oo)'^ — > Gr{J^o,n){S) tel que le sous-schéma 

de Gr{J^o,n) coïncide avec Gr{J^o,n)- 

Remarque : Pour tout élément z de {Oo/J^oY, ^'oni^) ^st un élément de tel que 

(/)* „(^)) = i'oni^Y- Le morphisme i'^^ fournit alors un homomorphisme de Co-modules 
(Oo/A^o)'' — * -^on après équivalence de Morita, donne un homomorphisme de "Do-modules 
bo,n '■ T^o,n — ^ £o n ^^1 que le diagramme ci-dessous commute 

T> 'Zll ^ £* 




Dans la suite, io,n désignera la structure de niveau après équivalence de Morita. 
1.1.2.4. Proposition. — (cf [5] propositions (7.1.3) et (7.1.4)) Soit 

: {M-"/Oor ^ Gr{To,n){S) 

une Jv[^- structure de niveau définie sur un schéma S tel que S° l'ouvert complémentaire de 
ig ^(Spec/î(o)), est non vide. Alors l'^^ ®Og OsiS°) induit un isomorphisme de Oo-modules 

{Oo/M^ f S OsiS") {To,n ®Os Os{S°)y . 

Réciproquement soit S est un schéma intègre tel que S" est non vide. Si l'homomorphisme de 
Oo-modules i'o^„ : {M.-'^/Oo/f — > Gr{J^o,n){S) induit un isomorphisme sur S° {M-''/OoY ^ 
Os{S°)-^{To,n ®Os ^s{S°))*, alors l'on est une M.'^- structure de niveau. 

1.1.3. Schémas de modules et correspondances de Hecke. — 

1.1.3.1. Proposition. — (cf. [19]^ Le classifiant des classes d'équivalence des V-faisceaux el- 
liptiques munis d'une I -structure de niveau, définit un schéma régulier (un champ si I = A), 
Mj — > X' de dimension relative d — 1. 

1.1.3.2. Définition. On notera M/,o := M/ Xx' Spec(Oo) et M/,s^ (resp. M/,^^) la fibre 
spéciale (resp. générique) de M/_o. 

1.1.3.3 — Soient A l'anneau des adèles de F et := ®p A. La limite projective Mo := 
lim M/_o est munie d'une action par correspondance de Hecke de (D^)^. Au dessus de la fibre 
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générique M^^ de Mo et à niveau fini, pour K"^ un sous-groupe compact ouvert de (Z)^)^ , l'action 
d'un élément g°° de {D'^)^ se décrit par la correspondance géométrique 




Spec(F„) 

oii le morphisme Ci (resp. C2) est induit par l'inclusion^^^ 

{K^ n (<7°°)-ii^r<7°°) C (resp. {K^ H (gOo^^K^g^f^-K^K^) 

En particulier on note K^j le noyau de {'D^)^ — > Ylx^oo'^x ®c>x ^x/-M^^, où est la multi- 
plicité de X dans /. On a (M^^)^~^ = M/,^^. 

1.1.3.4 — Dans [5] §7.3, on montre que ces correspondances s'étendent de manière unique sur 
Mo tout entier. Si la composante de g°° en o est triviale, le résultat est évident. Précisons 

la situation pour go G GLd{Fo) n M.d{Oo)- On pose S := Mo et S° := M,,_^ et on considère le 
î?-faisceau elliptique universel sur S muni de sa /-structure de niveau universelle pour tout idéal 
/ de A. La structure de niveau fournit un morphisme 

i'o : {Fo/Oof xS^J^: (Fo/Oo) 

selon les notations précédentes. Sur l'ouvert 5*°, '■= i'o ®Oo est un isomorpliisme. A go on 
associe, d'après loc. cit., la multiplication à gaucho de *goX sur {Fo/OoY et donc le morphisme 

m ■■ ^o* ®o„ (Fo/Oo) K {Fo/Oo) 

tel que sa restriction [17*]° à So est par définition induite, via l'isomorphisme 1° j par la multipli- 
cation à gauche de *go sur {Fo/OoY- On note [g,,] l'endomorphisme de To déduit de [g*]- L'image 
par go du P-faisceau elliptique universel {{£i,ji,ti), Loo) est le 2?-faisceau {{£^,jl,t'^), t^) défini via 
les diagrammes cartésiens 

£1 -^o 

[50] 

Si -. 

oiî i est l'injection canonique, ou de manière duale par {£')* := £*'Si£*,[g']£o- structure de niveau 
est alors définie de manière naturelle comme suit. Soient n et m tels que Ker*go C {M.~" /OoY 
et {Mo™ /OoY C Imgo- Si io,n est la structure de niveau n sur !Fo,n, la composée 

{M-^/OoY {M-o^/OoY/Kergo'-^K,n^Km 

définit une flèche ij,^ : {M~"^ /OoY — > (-^é.n)* dont on vérifie aisément en utilisant la proposition 
(Ll.2.4), qu'elle définit une structure de niveau m. 



(2) cf. [19] §7 
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1.1.4. Structures de niveau à l'infini. — On résume simplement ici le paragraphe 8 de [19]. 

1.1.4-1 — Etant donné un Fg-schéma S et {£i, ji,ti) un 27-faisceau elliptique sur S, on considère 
pour tout i G Z, les Coo^Og-modules localement libre de rang cP : 

où £^ est le faisceau dual de £i et {X x S*)!^ est la complétion de X x 5 le long de {oo} x S. 
Les ji définissent alors un système inductif M := ■ ■ ■ ^ Mi ^ Mj+i ^ ■ ■ ■ et l'on identifie les 
Mi avec leur image dans M qui est donc un FaoèiOs-module de rang cf. Les U induisent alors un 
isomorphisme 

M^^M = {FooèFrohsYM 

qui envoie Mj surjectivement sur '^M+i. On définit alors ip : "^M — > M comme l'inverse de 
l'isomorphisme ci-dessus ; tpC^Mi) = Mi-i C Mi- 

1.1.4-2 — L'action à droite de V sur les £i induit une action à gauche sur M qui commute à ip 
et qui stabilise M, c M. Un isomorphisme 'Doo — ^d{Ooo) étant fixé, on a une équivalence de 
Morita 

{M,^P) = iN,ï,f et M = {N.f 

Ainsi N est un FooiÊiOg-module de rang d et Ni C N en est un Coo^Cs-sous-module localement 
libre de rang d vérifiant 

WooNi = /^ï-(dogoo)d C • • • C 7V,_i c Ni, ^{'"Ni) = Nr-l 

tel que le quotient Ni/wooNi — > Ni/'ip{'^Ni) est un 0{^ao}xS-^od\x\e supporté par le graphe d'un 
Fg-morphisme de schéma ioo,i : S — > {oo} et est localement libre de rang 1 sur son support avec 
îoo,i+i = ioo,i ° Frobs- 

1.1.4.3 — Soit S un schéma muni d'un Fq-morphisme de schéma ioofi '■ S — > {00}. Tout autre 

Fq-morphisme de schéma de S vers {00} est alors de la forme ioo.i '-= ioo.o ° Frob^ pour un unique 
i G Z/ deg((X))Z. On associe au couple {S,ioo,o) It! triplet (-/V^,!, V'd,!) A^d.i) où 

deg(oo) — 1 
i=0 

de base canonique (eij)o<i<dog(oo),is:is:d, V'dj : '^Nd,i^Nd,i est défini par ijjd.iieij) = Cj+ij 
pour i ^ deg((X)) - 1 et V'd,i(edeg(oo)-ij) = eoj-i pour j ^ 1 et roooCo.d pour j = 1, et 

deg(oo) — 1 

i=0 

1-1-4-4 — Soit K{oo)d l'extension de degré d de k{oo) et soient Foc,,d = Foo<èK{oo)f^{°°)d, Coo,d son 
anneau des entiers et aoo,d = -Poo<âK((x,) Frob^''^'""-'. Soit Foo,d[Too] l'algèbre de polynômes sur Foo,d, 
non commutative avec la règle de commutation TooO — d^'^)'''°° POur tout a G Foo,d- L'élément 
— Woo est alors central dans -Foo,d[Too] et D^o ■= -Foo,d[Too]/(T^ — Woo) est alors T" algèbre à 
division centrale sur F^ d'invariant —l/d, d'ordre maximal Doo '-= Ooo,d[Too]/{T^ ~ ^oo)- 
1-1-4-5 Si A : S* — > Spec(/î{oo)d) est un Fg-morphisme de schémas, on peut construire une 
injection de fcjo-algèbres 

\* -.D^^EndiNd^^i^d,!) 
de la façon suivante où 1^0,0 '■ S—^Spec{K{co)d)^^{oo}. Pour a € /î(oo)d, l'image de léia € 
Foo,d C -Doo est donnée par 

A*(lêa)(ei,,) = (lêA*(Frob;-^^^^s(cx>)(^)-))g._. 
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et l'image de t^o € .Doo par 

^^ooCi.d si j = 1 



A*(Toc)(ejj) 



Gij-i Sinon 



Si A et A' sont doux Fq-morphismes de schémas de S vers Spec(K(oo)d) qui relèvent ioo,a, on a 
A' = A o Frobg''''*^'""^ pour n G Z/dZ et alors (A')* = A* o Aci(T^"). On vérifie aussi que X*(Doo) 
laisse Afa^i stable. 

1.1.4-6. Définition. — Une structure de niveau à l'infini sur {£i,ji,ti) est une paire (A, a) où 
A : S — > Spec(K(oo)d) est un Fg-morpliisme de schémas qui relève le pôle ioo,o et oîi a : Afd,i-—^^o 
est un isomorphisme de Ooo®Cs-modules tel que le diagramme suivant soit commutatif 

^ ^^0 

J^d,i ^ ^ No 

1.1.4- — Oïl 8- ™c notion évidente d'isomorphismc entre 2?-faisccaux elliptiques sur S munis d'une 
structure de niveau à l'infini ; on note Mj (resp. Mi{S)) la catégorie des classes d'isomorphismes 
des P-faisceaux elliptiques sur S munis d'une structure de niveau / (resp. et d'une structure de 
niveau à l'infini). On obtient ainsi une catégorie fibrée A4i qui est un pro-champ; en efïet se 
donner un isomorphisme 

de Ooo'âCs-modules, revient à se donner un système projectif 

(a„ = amodn7!^+^)„5,o 

d'isomorphismes de C'oo/(î^So'^)®Cs-uiodules et a commute avec les ip si et seulement si les 
commutent avec les ip modulo n;^^. 

1.1.4.8 — On a en outre un morphisme d'oubli 

r-cx>,7 : Ml — > Ml 

qui envoie {{£i,ji,ti),ti,{X,a)) sur {{Si,ji,ti),Li), ainsi qu'un morphisme de structure 

A/ : Ml — > Spec(K(oo)d) 

qui envoie {{£i,ji,ti),Li, (A, a)) sur a et qui relève «00,0 ° i'oo,i- Pour 7 c J C X\{cxd}, on a des 
2-diagrammes commutatifs 

fj,i 

Mj ^Mi 

roo,J 

TJ I 

Mj—^Mi 

1.1.4.9 — Sur Mi, on a des actions continues à droites du groupe profini et de Z/dZ : S G 
(resp. n G Z/dZ) envoie {{£i,ji, ti), lj, (A, a)) sur 

ti), il, (A, a o A* ((5))) {resp. {{£i,ji,ti),ii, (A o Frobs'*'''^^°°\ a))). 

Comme on a 

(A o Prob^'^^^^°°^)* = A* o Ad(T-") 
ces deux actions induisent une action à droite continue du groupe profini 
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OÙ n e Z/rfZ agit sur T)^ par Ad{T^). On identifie alors ce produit semi-direct avec 

en envoyant {5, n) sur 5t~". On obtient ainsi une action à droite de D^/w^ qui commutent aux 
Too,!, et A/ si on fait agir D^/vj^ sur Spec(K;(oo)cj) à travers son quotient 

—00 o rn : — > Z/rfZ 

(Gal(/î(oo)d//î(oo)) = Z/dZ). 

1.1.4-10. Théorème. — (cf. [19] théorème (8.10) et proposition (8.8)) 
(i) Le morphisme de pro-champs 

î-oo,/ - Mi — >Mi 

est représentable et est un revêtement pro-galoisien de groupe de Galois D^/zu^ ; A4i est alors 
un schéma que l'on notera M/. 

(a) Les correspondances de Hecke sur les Mj associées aux éléments de (D^)^ x Z se relèvent 
sur Mj et commutent à l'action de D^/w^. De plus envoyé diagonalement dans (D^/w^) x 
{D^)^ agit trivialement sur les Mj. 

Remarque : La caractéristique étant disjointe de 00, les arguments de loc. cit. s'appliquent sans 
modification sur les variétés M/ même dans le cas de mauvaise réduction. 

1.1.5. Stratification de la fibre spéciale. — 

1.1.5.1. Définition. — Pour tout 1 ^ h ^ d, on notera Ph,d le parabolique standard associé 
aux h premières coordonnées et soit le parabolique opposé 

1.1.5.2. Proposition. — (cf [20] proposition 2.4.6 et [5] lemme 6.2.3) 

(a) Tout Oo-module de Dieudonné {Vo,iPo) sur une extension k de k{o) se décompose en une 

somme directe {Vg,(p'^) ® (K!'*, '/'q*) où ipf-^ est topologiquement nilpotent et ip^* est bijective. 

(b) Tout Oo-module de Dieudonné {¥0,^0) sur une Og algèbre R dans laquelle l'image de Wq 
est nilpotente, se dévisse en une suite exacte 

— iv:\ipf) ipo) (y;, 

où est topologiquement nilpotent et (p'^* est bijective. 

1.1.5.3. Définition. — Pour tout 1 < /i ^ d, on définit dans [5] un sous-schéma Mp^ de Mj^g^ 
de pure dimension d — h, stabilisé par les correspondances de Hecke et caractérisé par l'une des 
propriétés équivalentes suivantes : en tout point géométrique de , 

- le Co-module de Dieudonné qui lui est associé, a sa composante connexe de hauteur h. 

- le (j!)-faisceau {ToTft'o) qui lui est associé est tel que si on note Mo^i la matrice de <l)o,\ ■= 
4>o®Oo {'^o\M.~^) dans une base quelconque de T*i := T* {-M-oXOc), alors d'après loc. 
cit., 

a un mineure d'ordre d — h inversible et tous ses mineures d'ordre r > d — h sont nuls. 

Remarque : Le schéma Mf'^ n'est pas réduit sauf si la multiplicité de o dans I est nulle ; on notera 

^^Fso red réduit associé. 

1.1.5.4- Définitions. — Soit I = I°M.^ un idéal de A, n étant la multiplicité de o dans I. 
L 'ensemble 

G/P{d,h,n) := GLd{Oo/M:)/PhAOo/M:) 
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classifie les facteurs directs a de rang h de {À4g "/Oo)"^- Pour tout a G G/P{d, h, n), on notera 

Ph,d-AOo/M:) := aPh,d{Oo)a-^ 
Ko^ := Ker(GLd(a) — ^ GL40o/M2)) 
Ko,h,dAa) = n P°,%,{Oo/M':) 

1.1.5.5. Définition. (cf. [5] définition (10.4.1)) Pour tout a G G/P{d,h,n), il existe un sous- 
schéma fermé Mf'^ ^ de Mf^ stable sous l'action des correspondances de Hecke associées aux 
éléments de 

Kf/K^f X Ko,h4,n{a) 

Remarque : Concrètement si io,n est la "-structure de niveau universelle sur M/^o alors le noyau 
de io*„ := {io,n Xm/,o Mf'^^ a)\J^f '■ {-^ô^ l^oY — ^ -^o*'*ï où -^o* est la partie étale du (^faisceau 
universel sur Mf'^^ ^ donnée par la proposition (1.1.5.2), est le facteur direct a de {M.~^ /OqY- 

1.1.5.6 — On en déduit alors le fait fondamental suivant. 

Propriété géométrique fondamentale : les strates non supersingulières sont induites, i.e. 
où Mf^ ^ est la composante associée à la classe de la dans G/P{d,h,n). 

1.1.5.7. Proposition. — L'ensemble des points géométriques de Mf^^^^ au dessus d'un point 
géométrique donné de Mfo^ est en bijection avec les isomorphismes 

tels que (pf']^ o t^*^ = '^i'^^ où n est la multiplicité de o dans I. Cet ensemble est alors de cardinal 
#GLd-h{do/M"o)- 

1.1.5.8. Définition. — On notera (resp. ^) l'adhérence schématique de M/"^' (resp. 
MT,t,a) dans M/,,^. 

1.1.6. Théorème de Serre- Tate et conséquences. — D'après la théorie du module de coor- 
données, cf. [12], DefJ^ représente aussi les déformations de niveau n, du Oo-module de Dieudonné 
sur ¥q connexe de hauteur d. 

1.1.6.1. Définition. — Pour tout l ^ h ^ d, soit Def^=='' la C'^''-algèbre qui classifie les 
déformations de niveau n de telle que la composante connexe du C?-module de Dieudonné 
associé est de dimension h. On note Deff'^'' son adhérence. 

Remarque : Concrètement, cf. [5] §9, en notant M\ la matrice modulo Wo (S) 1, de dans une 
base du Oo®k Def^-module V , Def^'^'' est le quotient de Def^ par l'idéal engendré par tous les 
mineures d'ordre supérieur strictement & d — h de 

Mi^ := Mi(Wi) • • • (^""'Mi). 



(^)On rappelle que l'application canonique GL^{Oo) — » GL^{Oo/ M.^) est surjective. 

f'*' Plus généralement, on montre qu'il y a une équivalence de catégories, des déformations de niveau n du Oo-module 
divisible de type (h. j) (la composante connexe est de hauteur h et la partie étale de hauteur j (cf. [9])) sur Fg vers 
les déformations de niveau n du Oo-module de Dieudonné sur ¥q dont la partie connexe est de rang h et la partie 
étale de rang;;'. Le foncteur de ces déformations est représentable (cf. [9]) par l'anneau Def„'^ ~ DefJî 
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1.1.6.2. Proposition-Définition. — (cf. [5] proposition (9.3.2)) On a une suite exacte 

(Ff , ^-^) {V, ^) ®Def^ Def^ ' {VL ^l) 

où {Vh*,(Ph) (resp. (Yh^'^h)) est un O-module de Dieudonné étale (resp. topologiquement nilpo- 
tent) de dimension d — h (resp. h). La structure de niveau n universelle sur Def^, 

OÙ M-i est l'idéal maximal de Def^, est alors telle que le noyau de 

est un facteur direct a de {M.~"' /OoY , de sorte que 

Defr ' = n 

aeG/P{d,h,n) 

OÙ Def^'^'' est muni d'une action de r\ Ph,d;a{Oo/Mg). 

1.1.6.3. Proposition. — (Théorème de Serre-Tate cf. [5] théorème 7.4-4) Le morphisme 

naturel du foncteur des déformations d'un point géométrique de Mj_o vers le foncteur des 
déformations de niveau n = multo(/) du Oo-module de Dieudonné qui lui est associé, est une 
équivalence de catégories. En outre l'action d'un élément {g'^,YT:o\Ç) G GLh(Fo) x Wg tel que 
r = — val(det sur Mj^o, induit l'action de Prob^) e Mo swr Def^. 

Démonstration. — Par rapport à loc. cit., remarquons en effet que l'action de g'^ sur le Oo-module 
de Dieudonné (V^, <^o) est donnée par la multiplication à gauche par g"^, de sorte qu'étant donnée 

une structure de niveau to,„ : (Al~"/C'o)'' — > Gr{Vo.m^o,n)i l'action de est donnée par la 
multiplication à gauche de ^g^ sur {M.~^ /OoY à comparer avec l'action définie au paragraphe 
précédent qui est donnée par la multiplication de (^q)"^ à gauche sur {M^^'^ /OoY- 

□ 

1.1.6.4- Corollaire. — (a) Le complété formel de l'anneau local de Mj^o en un point 
géométrique quelconque de Mf'^^, est non canoniquement isomorphe^^^ à l'anneau qui 
représente les déformations d'un Oo-module divisible de hauteur d, extension d'un Oo- 
module formel de hauteur h par sa partie étale, Def Jj'''"'' où n est la multiplicité de o dans 
I. 

(h) Le complété formel de l'anneau local de Mf^ en un point géométrique de Mf^' pour 
h' ^ h est isomorphe par le théorème de Serre-Tate à Def^ défini comme suit avec 

j'=d-h' : 

Def^^'^" ^ Def!: •^'^ f,[K, • • • , w}]] 

où Def^ ''^'^ est le réduit du quotient de Defjj par l'idéal engendré par (po^niui) pour 1 ^ 
i < h où 

ipo^n ■■ Def = F,[[roo, ai, • • • , ah'-i]] — > T>e{^ 

est le morphisme d'oubli du niveau, 
(c) Le complété formel de l'anneau local de Mf^^^^^ en un point géométrique de Mf '^^ ^^^^ pour 

h' ^ h et Uh C ah' est isomorphe par le théorème de Serre-Tate à Def^^l^'a'f'' défini comme 
suit avec f = d — h' : 



f^^Au paragraphe (1.4.3), on reviendra plus précisément sur ce point. 
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OÙ a'i^ est le facteur direct de rang h' — h de {Ai^"^ /Oo)^ associé au quotient a^i jay, et où 
Defîj '^^ est le réduit du quotient de Defjj par l'idéal engendré par les Ln{ei) pour 1 ^ i ^ h 

' h 

ei (ei, • • • , Ch) une base de a'f^, où (,„ est la structure de niveau n universelle sur Def^ . 

1.1.6.5. Proposition. — Pour tout n'^ et tout a G G/P{d, h,n), (Def^'^'')red est régulier de 

dimension d — h. 

Démonstration. — Soit (wi, • • • , Wh) une base de a ; pour 1 ^ î ^ h, on écrit Wi = \\ei + - ■ •+A^ed, 
où (ei,-- - ,ed) est la base canonique de {M~^ /OoY et G Co- Pour tout 1 ^ i ^ h, l'idéal 
(Al, • • • , A^) est égal à Oo- Notons [F, {f\)\eOo) le Oo-module formel de hauteur d universel avec 

F{X, Y)=X + Y + ■■■ et pour tout A e Oo, fx{X) = i{X)X + ■■■ 

où i est l'injection naturelle Oo — > Def^. Soit Za l'idéal de Fg[[î;", • • • , v^]] engendré par les éléments 

F (/Ai W), • • • , K-l, /Ai K)) • • • ) , l^i^h 

Pour tout 1 < i < /i, les équations 

F{h^K),Fif,.{v^),... ,F(/Ai_^W_i,/A.,W))))---) =0. 
s'écrivent sous la forme 

i{\{)vi H h i{X^^)v2 + termes de degré > 1. 

La matrice {d x h) des (A^),^f.^d étant de rang h, Fq[[i>",-- - est alors isomorphe à 

^ j ^ /» 

Fq[[ui, • • • , Ud-h]]- En notant la l'idéal de définition de Def^'^, on a clairement la C J^a- En outre 
i7o C \/2â car d'après la proposition (9.3.3) de [5], pour tout z G a, ((-„ (SiDef^ (^^^n!a,)red){z) est 
nilpotent, d'où le résultat. 

□ 

1.1.6.6. Corollaire. — Les schémas fermés réduits {Mf^ a)red sont réguliers pour tout a € 
G/P{d,h,n) où n est la multiplicité de o dans I. 

1.1.6.7. Remarque. — Soit Y'^ une composante irréductible, donc connexe, de MfJ'^ . 
On note(^) y'*+' = Y^ x j^;>h MfJ^+' et pour tout n la multiphcité de o dans I, Y^ = 

^ M=;\ ^^tt = Ua6G/P(d,/»,„) ^n'a- Pour tout O, a' G G / P{d, h, n), on a 

yh ç^yh ^ ydim(a+a') 
n,a ^ n.a' ^ n,a+a' 

où l'on considère a, a' comme des facteurs directs de rang h de {M.~"/Ooy. En particulier si 
est non vide, alors les Y^^j sont connexes, lisses et donc irréductibles. 

Démonstration. — Au dessus de MfJ^^^, on a Y^'^ = Y\.a^G/p{d h n)^n,a- En outre au dessus 
de tout point géométrique de Y^^, il y a exactement \G/P{d,h,n)\ x \GLd-h{Oo/M.'^)\ points 
géométriques de Y^^, de sorte que pour tout a G G/P{d,h,n), Y^lf est la réunion disjointes de 

\GLd-h{Ool M'^)\ composantes irréductibles. L'inclusion Y^^^ n Y^^^, C Y^^'^^'^t"' ^ est évidente. 

Montrons l'inclusion réciproque. Soit donc z G Y^^^'^t'^ ^ . Le complété de l'anneau local de 
en z est 

-p. rdim(a+a'),d— diin(a+a');/i Il -p. rdim(a+a'),(i— dim(a+a');/i 

beG/P{diTn{a+a'),h,n) 

de sorte que z G Y^âi Pour tout â C a + a'. 

□ 



On ne sait pas à priori si y ''+» est vide ou pas. 
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1.2. Compléments sur la géométrie des strates 

Nous verrons §1.3 et §1.4, que les relations entre les variétés d'Igusa de première et seconde 
espèce avec les variétés M/.o de Drinfeld-Stuhler, sont directement en rapport avec les liens entre 
la structure de niveau to,ra et la donnée d'une structure de niveau sur la partie étale, et connexe, 

„, séparément, ce qui sera abordée au paragraphe suivant. Pour définir précisément les parties 
connexes et étales de to^„, on est amené à étudier plus précisément le scindage en parties connexe 
et étale des Co-modules de Dieudonné sur un K;(o)-schéma ou sur un épaississement infinitésimal. 

1.2.1. Scindage en partie étale et connexe des Oo-modules de Dieudonné. — 

1.2.1.1. Proposition. — Soit S un K{o)-schéma. Pour tout S-point de Mf^ , on note (V^,<^o); 
le (Oo®k{o)0 s) -module de Dieudonné qui lui est associé. Il existe alors un sous-module canonique 

de Vo de rang {d — h) stable sous l'action de ipo tel que 

- (fl* := {(po)\v^-t ■ ^Vg^ — > Vq* est inversible; 

- : '^Vg — > Vg := Vo/Vg*, l'application induite par ipo, est topologiquement nilpotente; 

- pour tout n > 0, la suite exacte ^"^^ 

se scinde après le changement de base S—^S. 

Démonstration. — Pour tout entier i ^ 0, on note "^Vo : '^'^'^Vq — > ^'V^ l'application 
(Co<âK(o)^?s)-liiiéaire déduite de ipo ■ '^Vg — > Vg. On pose 

<^„" := O Vo O • • • O Vo- Vg > Vg. 

Soit Spec R — > S un ouvert affine de S tel que Vo x 5 Spec R est libre. Si Mg^n est la matrice de 
<fio Xs Spec-R par rapport à une base {bi)i de Vo alors 

Mg% = Mg^Ri^Mg^R) ' ' ' C^'^Mg^Ii) 

est celle de (p^^ := (p'g xg Speciî par rapport à cette même base {bi)i. 

D'après (1.1.5.2) (b), pour tout h' ^ h, Ml\ 1 a un mineure d'ordre d — h inversible de sorte 

que'®) ^P'gji iC^*" K,iî,i) est un facteur direct de Vg^R^i de rang d — h car tous les mineures d'ordre 
supérieure & d— h + l sont nuls. En remarquant que pour hi < /12, on a 

on pose pour tout h' ^ h 

Vg%,, := Vo%C''Vo,R,i) = Vo^iC'^Vg^n,!)- 

1.2.1.2. Lemrne. — L'application <Po,iî,i induit une application ^Pg^jn ■ iî 1 — > ^o*r 1 Ç*^* 
est bijective. 

Démonstration. — Le diagramme commutatif suivant 




Vo,R 



('^^On rappelle que l'indice n signifie que l'on prend la réduction modulo ro" : Vo,n = V'o/(ro"), cf. la définition 
(1.1.2.3). 

l'indice 1 désigne la réduction modulo tÂ7o 
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permet de définir </?^*^ ^ : '^Vf^i i — ^ i- ^^^^ étant donné u e V^'^^ il existe w € '^''V^,iî,i 
tel que v = 'f^'o,ii^\{w) , de sorte que 

Vo,R,i{v ® A) = o ^^-J^^R^^iw ® A) = <^^,';i,\(w; A) e V;^*fl,i, 

d'où l'existence de if^^ji i • 

En ce qui concerne la surjcctivitc de (p^*^ soit v = 'i^'ojï\{w) € Vj^^ ^ avec îz; S ^''^^Vq^r^i. 
On a alors = <fo,R,i ° ^'/'o''_r.i(^) ^'^^^ '^y^'on i{w) G ^V^o!/?,! "^'^ù le résultat. 

Pour l'injectivité soit {ci^r, • • • , Cj^n) une base de 'jj en tant que iî-module : {ei^R(S> 
est alors une base de ^V^^^^i et {'^{ei^R ® l))i=i-..j est d'après la surjectivité de <^o*jj_i une base de 
^o!ra- Ai^si si u = X^^^i ei^R®Xj appartient à Kert^^*^^;^, on en déduit que Yfi^-^ K^o,R,i{ei,R® 
1) = soit Ai = pour i = 1, • • • ,j. 

□ 

On remarque par ailleurs que ((^^ ^ j^)'** : R i — ^ ^o^iî i nulle. On définit alors glob- 
alement sur S, V^*i := </?o'^i(V^,i) ainsi que V^ i = Vo^i/V^y Pour tout entier n, on définit de 
même 

qui est un facteur direct de Vo,n de rang n{d — h). De la même façon : ^V^^^ — > Vg\^ est 
bijective et {ip^ est nulle. Pour n ^ n', on a une flèche naturelle 

K,n-V>o,nK ^o,n) 'Vo,n'\ ^o,n')-^o,n'y ^o,n' ) — K,n' 

telle que pour m ^ n2 ^ ns, on a r„3,„i = r„3,„2 o rn2,ni- On pose alors 

y* - limy'^* 

qui est ainsi stable sous l'action de ipo- Soit := V^/V^®* de sorte que (p^ : '^X^'' — > V^'' est 
topologiquement nilpotente. 

Montrons que le noyau No,n de ip'^Jl : Vo^n — * Vo,n est un relèvement de ^" Vo,n- L'applica- 
tion ipf,^ étant injective, on a 7Vo,n H ^"''V^^^ = {0}. Soit alors x G '^"'^Vo,n et v = ip'g ll{x). D'après 
la surjectivité de <^o*„, soit w G '^"'^V^^^ tel que v = ipl*'^'"^{w). On a alors x — w G Ng^n de sorte 
que 

Par ailleurs l'égalité •^■o,n°fo!n = fo^'^n'^^ = </^o,no'^</3o"^, montre que '^"''v'o.n : '^''''^Vo,„ — > '^"''Vo,„ 
induit une application ip^ „ : '^Ng^n — -^o.td d'oii le résultat. 

□ 

En ce qui concerne les déformations, on a la proposition suivante. 

1.2.1.3. Corollaire. — Soit S un SpecOo schéma artinien de réduit S et S ^ Mj^g tel que S 
Af/,o se factorise par Mf'^ . En notant {Vg, <Po) le Og-module de Dieudonné associé à S ^ Mj^g, 
il existe alors un sous-Og-module de Dieudonné étale {Vg*,ipl*) tel que Vg^ soit l'image de ip'^^n- 
De plus, si on définit {Vg,(pg) par la suite exacte 

{V:\ ^f) {Vg, {Vg', 

(fig est topologiquement nilpotente. 

Démonstration. — On raisonne localement sur un ouvert affine Speciî S, pour R une Og- 
algèbre artinienne et A4 un idéal nilpotent de R. Classiquement on peut se ramener à A4^ = (0). 
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Sur R, on choisit une décomposition Vo = V^* ® ainsi que des bases (ei, • • • , ed-h) de V'^^ et 
(/i) ■ ■ ■ ) /h) de de sorte que la matrice de par rapport à cette base est 

Met M^xt 
Me 

On fixe des relèvements quelconques (ei, • • • , ed-h) et (/i, • • • , fh) ; la matrice de (po dans ces bases 
est alors de la forme 

' Met Mext 

Ml Me 



Id 
Po Id 



ohM-i est à coefficient dans M.. En effectuant le changement de base via la matrice 
oii Po est à coefficients dans M. de sorte que "^Po est la matrice nulle, on obtient 

Met Mext 
PoMet + Ml PoMext + Me 

de sorte qu'en choisissant Pq = —MiM~f^, on obtient une décomposition Vg = V/* © dans 
laquelle la matrice de (po est de la forme 

Met Mext 
M'e 

avec M'e topologiquement nilpotente. On remarque par ailleurs que V^^^ est à nouveau défini 
globalement sur S comme l'image de ^p'^n- 

□ 

1.2.1.4- Définition. - Dans la suite, dans la situation du corollaire (1.2.1.3), on notera T*'"^ le 
sous-Oo-module de !F* des formes qui s'annulent sur J^^*. Celui ci est stable sous 0* et on notera 
ç!)*''^ la restriction de 0* à J^^''^- On remarque ainsi que J^^*'* est isomorphe au quotient T*IT*''^ 
et on note ^**'* l'application induite par </>*. On notera parfois T*'^^ un supplémentaire de T*''^, 
qui est isomorphe à T^'* mais qui n'est pas stable par çii*. 

1.2.2. Retour sur les structures de niveau. — Soit S un Spec Oo-schéma artinien, T un 
faisceau d'idéaux nilpotcnts et S le sous-schcma ferme associé. Soit S — > M/^o un S'-point tel que 
S Mi^o se factorise par Mf'^ ^. On note {J^o,n,(t>o,n) le </)-faisceau associé sur S. D'après le 
paragraphe précédent, on écrit .F* „ comme une somme directe T^ln ® -^oln i^ matrice de çi* „ 
dans une base adaptée à cette décomposition ; est de la forme 



M* 



M*'^* 

o.n ^ 



o,n ^*-^o 

On note to,n - {M.Ô^/OqY — ^ ^on structure de niveau n associée. Pour tout élément z G 

{M-^'/OoY, on a 

c'est à dire en écrivant io,n{z) = «•o*n(-^) + '•o ni^) '■ 

M*ofitn{z) = itn{zY (1.2.2.1) 

M:;r*C(^) + K;n^o, J^) = ^o, J^)" (1-2.2.2) 

1.2.2.1 — Par définition, l'ensemble {z G (M~^/OoY / l'I^ni^) = 0} ^st égal au sous-module a. 
La condition de Drinfeld s'exprime alors comme suit : 

- Ca ■■ {M-'^lOoYla X S ~ {M-'^lOof-^ X S — > ~ J^;f est un isomorphisme 
vérifiant (1.2.2.1); 

- : a — > J^*'^ est une structure de niveau au sens de Drinfeld. 
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Remarque : Réciproquement si on se donne to*„ et „ comme ci-dessus, le choix d'un 
supplémentaire de a permet de définir une application 

Le problème est qu'elle ne vérifiera pas obligatoirement la relation (1.2.2.2) sauf par exemple si 
Mq^* est nulle. En outre il n'est pas certain que l'on puisse définir „ sur b telle que (1.2.2.2) soit 
vérifiée. 

1.2.2.2. Proposition. — Si R est un K{o)-anneau réduit et {{Si, ji,ti), lj) un R- point de M f'^ ^, 
alors ion'- ^ — ^ -^o'n nulle. 

Démonstration. — Soit M. un idéal maximal de iî ; i-^ „ 0ij R/M. est alors nulle, de sorte que „ 
est à coefficients dans maximal l'idéal nul car R est réduit. □ 

1.2.2.3. Proposition. — Le morphisme d'oubli du niveau Mp^ — > Mj'o^ est fini et plat 
de degré 

#GLd{Oo/M:)/#GLh{Oo/M:) 
où n est la multiplicité de a dans I . 

Démonstration. — La platitude découle de l'équivalent du théorème de Serre- Tate, proposition 
(Ll.6.3), et des résultats de Drinfeld rappelés au paragraphe (I.l.l). Calculons alors les degrés. 
L'ensemble des points géométriques de Mf^^^ := Mfj^^ XspecK(o) SpecK(o) au dessus d'un point 
géométrique donné de Mji\ , est de cardinal 

#G/P{d, h, n)#GLd-h{Oo/M':). 

Soit S/ un tel point géométrique de M]"^^ au dessus d'un point s de Mfa^^^. Soient alors 
{Mf^ red)sj "-^^ )s ^'^^ complctcs formcls de respectivement Mf^ et Mfl\ aux points 

Si et s. D'après l'équivalent du théorème de Serre- Tate, et avec les notations du paragraphe (I-l-l) 
et plus particulièrement de la note (4), on a 

(Af,t,j: ¥,[[wl . . . , et {Mrtred)l ^ ' ' ' , 

D'après [9], le degré de Fq[[w]', • • • , — > Fç[[ui", • • • , w^^^i^]] est égal à 

d'oii le résultat. 

□ 

1.2.2.4. Corollaire. — Le morphisme Mf'^ ^ — > MfJ^^^ est fini et plat de degré 

#{Oo/M:,f^''-''^#GLa-h{Oo/MZ) 
où n est la multiplicité de o dans I . 

L2.2.5 La proposition suivante justifie l'existence du morphisme de la proposition (1.3.2.1). 
En langage clair, étant donné un point S — > Mf^ ^ et une déformation de S — > , 
obtenu via le morphisme d'oubli Mfj!^^^ — > MfJ^^^, ainsi que des déformations des parties étale 
et connexe de la structure de niveau en la place o, on construit une déformation canonique de 
S — î S — > -^Fso «5 où n est la multiplicité de o dans /. 

1.2.2.6. Proposition. —- Soit S un Spcc Og-schéma artinicn, un sous-faisceau d'idéaux nilpo- 
tents Xs de Og et S le fermé de S associé. Soit S — > a ^ — * ^i°,o une déformation du 
morphisme composé 
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Soit {Vg^,(pl*) le sous-Oo-module de Dieudonné étale de {Vo,^o) associé à S — > Mjo g, donné 
par le corollaire (1.2.1.3). On note le sous-Oo-module des éléments de V* qui s'annulent sur 
V^* . Soient b un supplémentaire de a dans {M~^ /OoY , où n est la multiplicité de o dans I, et 

des déformations respectives de 

~Cln ■■ b — > Vf;* = V*o.jy*ol et 1^ „ : a 
Associée à toutes ces données, il existe alors une déformation canonique de S — ^ S — > ^ 
telle que son Oo-module de Dieudonné {Vo, (po) se scinde modulo tu" en partie étale et connexe. 

Démonstration. — D'après la proposition (1.1.6.3), il suffit de donner une déformation de 
C^" Vo,'^" munie de sa structure de niveau n, ^" To,n- Soit (V^,Vo) le Oo-module de 
Dieudonné associé à S — > M/o^o- D'après le corollaire (1.2.1.3), on a 14 = V^^ ® Vg, où V^* 
est défini canoniquement et est stable par dont la matrice dans une base associée à cette 
décomposition est de la forme 

/ Mf M^^* \ 
V ) 

avec A/q* inversible. On considère alors V,, = V^f* ® ^o^o défini canoniquement et muni de l'ap- 
plication (fo déduite de ipo, dont une matrice dans une base adaptée à l'écriture ci-dessus est 

V ) 

de sorte que {Vo,n,'^o,n) se scinde en partie étale et connexe. En outre comme Ip'"^ induit un 
isomorphisme '^"''Vo — ®V^zu", on en déduit que {Vq, 'Po) est une déformation de (^"''l^oj^"'')- 
La structure de niveau ïo.n est alors définie comme la composée de tj; „ © et de l'inclusion 
V* » V*, définition licite car {Vo,n, 'fo,n) se scinde en partie étale et connexe. 

□ 

1.2.2.1. Remarque. — On reprend les notations de la proposition précédente. A f : S — > 
^Tsa O' associe S — > M/o^q ainsi que des déformations et „ de respectivement et 
„. La proposition précédente fournit alors une déformation S Mj^o de S — ^ 5 — > AfFs a- 
Le morphisme ainsi défini n'est alors rien d'autre que / o Frob"''. 

1.2.2.8. Définition. — On note Mi^o,=h,a l'ouvert au dessus de M^^^ ^ du complété formel 
M7^,a de M/,o le long de M^^^^^. 

1.2.3. Relation de congruence. — 

1.2.3.1. Proposition. — L'action d'un élément Qo = (do^^) € GLh{Fo) x GL4-h{Fo) (resp. 
{■ujo,l)) sur limM;;^^ 1 (resp. Mi^h,i) est donnée par Prob™'^'^*'*^"^ (resp. Prob^j. 
I 

Démonstration. — On reprend les notations du paragraphe (1.1.3). Remarquons en premier lieu 
qu'il suffit de montrer le résultat pour g'^ G GLh{Fo) fl Mh{Oo). On rappelle que l'action de Wo 
sur Mj^o est telle que l'image du P-faisceau elliptique {£i,ji,ti) par un frobenius géométrique est 
{^^ii^jii^ti)- On raisonne sur le (^faisceau universel {J^o,<Po) sur limS'/ avec Sj = Mj^o- A la 

I 

décomposition {Fo/Oo)'^ = {Fo/Oof ® {Fo/Oo)^-^ on associe la décomposition 
L'action de Qo sur S° est alors induite par celle à droite de (*5'^,Id) sur T°^^® ^od-h- 



o.n 
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1.2.3.2. Lemme. — Il existe des faisceaux en Os-modules To,h et J^o,d-h contenus respective- 
ment dans J^° f^ et ^o,d-h 

Démonstration. — On rappelle que S étant régulier, T* ®Oo {Po/Oo) s'injecte canoniquement 
dans (J^* ®Oo {Fo/Oo)) ®Os Os°- On note J^o,h (resp. J^o,d-h) le faisceau en Os-modules défini 
localement pour tout ouvert affine Spec S, comme le iî-module engendré par l'ensemble des 
fh,R (resp. fd-h,R) tels qu'il existe fa & Tl ®Oa {Po/Oo) tel que o 1 = f^^R + fd-h,R dans 
{^o ®Oo {Fo/Oo)) ®Os Os°- Pour tout entier n, go{.fR) est un élément de r décompose 
sous la forme fd-h,R + '^Sfh,R- Or pour n assez grand, vUofh,R appartient à J-"*^ de sorte que 
:Fo,d-h = T*o n et donc To,h = K n K,h et finalement JT* = To,h To4-h- 

□ 

1.2.3.3 — On note {{£-,jl,t'i),t') le P-faisceau elliptique muni de sa structure de niveau infinie, 
obtenu comme l'image par go du X'-faisceau elliptique universel sur S, {£i,ji,ti,b). Il est alors 
défini par le diagramme commutatif 

(^o,h © J'oA-h)'' ^ £* 

Id 



{^o,h 



{£')* 



En termes de modules de Dieudonné, d'après la proposition (1.2.1.1), sur Mp^ ^, To,d-h cor- 
respond au dual de la composante étale V^* de Vo- On note m = val(det g^). On rappelle 
que ip'^ : "^"Vo — ^ K est injective et a pour image V^** © {9o-^o)^ sorte que sur Mj^^ ^, 
4™ : ^""^i — * Si se factorise en un isomorphisme "^""fj — > £[. 

1.2.3.4 — En ce qui concerne les structures de niveaux, le seul problème se situe à la place o. 
Soient donc Lo,n+r '■ {Mô"~^ /Oo)"^ — > ^t.n+r structure de niveau n + r on o sur {£i,ji,ti) où r 
est assez grand. On rappelle qu'alors la structure de niveau n en o sur {£-,jl, t^) est définie comme 
la composée de l'inclusion 

(7W-"/a)'' ^ {M-""-^' /Oof /{M-o' /Oof © {M'o^/Oof-^ 

avec (-o.n+rO ( X *5'o) et de l'identification de \g*^F* avec {J-'o)*- Sur la fibre spéciale, la partie connexe 
de la structure de niveau est nulle, il n'y a donc rien de plus à vérifier. Pour les déformations, on 

remarque que la matrice de (^'o est de la forme ( ° 

d'où le résultat. 



pour une uniformisante w'^ de Oq, 



□ 



1.2.3.5. Corollaire. — Soient {g^g^) S GLh{Fo) x GLd-h{Oo) et n ^ m assez grand tel que 
{Qo' 9o*) définit un morphisme 

Le diagramme suivant est alors commutatif 



Frob, 



val(det ff^) 



où Cl est le morphisme de restriction du niveau. 
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1.2.3.6. Corollaire. — L'action d'un élément de GLaiOg) de la forme 

h 
* Id-h 

est triviale sur {Mf^ i)red 



1.3. Variétés d'Igusa de première espèce 

1.3.1. Définition. — Soit Iji\{S) le K;(o)-schéma dont les ^-points sont les 5-points de M|^'*j 
munis d'un isomorphisme 

• ( KÀ^" /D y c ~ . -r-*,et ^ -r-et,* _ -r* /T*,c 

'-o.n • W^'o /*-^oJ >^ <-> *-^o,ri — -^o.n " o,nl o,n 

tel que (^o'J:^* o to „ = "^io.ri, selon les notations habituelles. 

1.3.1.1 — On a alors un morphisme d'oubli de la partie connexe de la structure de niveau 
oti n est la multiplicité de o dans / et où z est donné par 

{{^ij jiiti}^ ^1° T ^o,n} ' ^ {,{.^11 jiil"i) 1 ^1° 1 ^o,n) • 

1.3.1.2. Proposition. — Pour tout élément a de G/P{d,h,n), il existe un morphisme gn,a 
-^T<^n — ^ ^Ts a fend le diagramme ci-dessous commutatif 




où n est la multiplicité de o dans I. Ainsi le morphisme radiciel gn,a se factorise en un isomor- 
phisme g„,a,red ■ Ijo^ ' Mf,t,a,red- 

Démonstration. — Le morphisme de schéma gm,a est défini de la façon suivante. Etant donné un 
S-point de IpJ^^, il lui correspond un D-faisceau elliptique {£i,ji,ti)/S muni d'une /"-structure 
de niveau et de l'isomorphisme l'^^/S. On lui associe alors le S-point de Mom^a '■ 

{{^i ) ji ) ti ) 
i-o.rn défini comme suit. 

D'après la proposition 1.2.1.1, '^"^'\^o rm 4>l m) ^'^ scinde en partie étale et connexe. Soit b un 
supplémentaire de a dans (A4g"^ /Oo)'^ ■ On définit alors la structure de niveau m : 

comme étant triviale sur a et telle que sa restriction à b soit donnée par (l'o^^m)- 1^ stabilité 
de i^om)* et de ^ {^o^mY P^'" ^ 't'tiyn ^n définit bien ainsi ime Al™-structure de niveau 
sur i£i,ji,ti) de telle sorte que la classe d'équivalence de {{Si, ji,ti), lj) est indépendante du 
choix de b et de {J^f^m)*- 
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Vérifions alors la commutativité du triangle 




de l'énoncé, les autres commutativités en découlant de manière immédiate. Soit S" = Speciî S 
un ouvert afBne tel que J^o,r est libre et soit ^/S' une structure de niveau m sur {J^^ ^)*. On 
peut choisir une base de {^o,R,rn)* sorte que la matrice de ^^'^^ relativement à ce choix soit de 
la forme 



/ 

1 



V 



\ 



1 0/ 



Soit z € {M-'^/Oo)^, on pose 



Xl 



Xh 



avec Xi = X^fcLo^ xfw!^. La relation 



/ xf 



o.m 



permet d'exprimer tous les x^ en fonction des (a;°)' pour < i < mh. De plus, 



\ Xh 



comme (M^^*''"^)* est nulle d'après (1.2.2.6), la condition de Drinfeld s'exprime par (a;?)^"' = 
de sorte que ^""''(tom) ^st triviale. 

Le schéma ^j~o\ étant réduit, gn,a se factorise en un morphisme gn,a,red '■ ^T°^n — ^ 
qui est, d'après ce qui précède, une bijection au niveau des points géométriques et tel que le 
diagramme suivant est commutatif 



j=h " " ^ n,f^ 



, Frob"" , 

^^Tt. 



D'après le corollaire (L2.2.4), M^'^ ^ — > Mj-J^^ est fini et plat de degré 

#{Oo/MZf^''-''^#GLa-h{Oo/M'',) 

où n est la multiplicité de o dans I. De même Ifl^^^ — ^ P^^* degré 

=f^GLd-hiOo/Ma) et Mfo'^s^ étant régulier de dimension d - h, Mfo\^ -°-4 Mfo^^^^ est de degré 
é{Oo/M'^)^^'^-''\ Comme Ifo)^ et Mf^^ 

a red sont lisscs, on en déduit que gn,a,red est un 

isomorphisme. 

□ 

1.3.1.3. Corollaire. — Pour tout m ^ m' , on a des morphismes de transitions 
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et des diagrammes commutatifs 



^1 



=h 



Frob'"'-"''"' 



OÙ Cl est le morphisme de restriction du niveau. 

1.3.2. Expression du complété formel de M/^o le long d'une strate. — Pour / un idéal 
de ^ et m un entier, on considère l'extension étale 

de fibre spéciale Ipl^rn — ^ ^F'-^ ■ considère aussi 

l'espace classifiant des structures de niveau t sur la partie connexe du </5-faisceau universel sur 
1.3.2.1. Proposition. — Il existe un isomorphisme canonique 

Ôtim '■ II" ,=h,n{n) > Mj^o,=h,a 

qui prolonge le morphisme gn,a '■ ^f-l^n — * ^Ts a défini au paragraphe précédent et tel que le 
diagramme ci-dessous soit commutatif 



II" ,=h,n{n) ^ Mi^o,=h,a 



Frobj'' 

Mio-h ^ Mjo-h 



Démonstration. — La définition de gm,a découle directement de la proposition (1.2.2.6), il ne 
reste plus qu'à voir qu'il s'agit d'un isomorphisme. Soit donc S un Spec Oo-schéma muni d'un 



h _ 

sous-faisccau d'idéaux nilpotents de Os dont le ferme associe est S et (S — ^2"/;' 
i = 1,2, dont les images par gm,a sont des déformations isomorphes de S — > IfJ^^ 
Notons {iVo, i(po) les Oo-modules de Dieudonné sur S associés à fi pour i = 1,2. Par hypothèse, 
on a un isomorphisme 



h:iVo= iVf + <iF;^2K = 2Vf + vj'^^V^ 
tel que h est l'identité et commute aux actions de npo. Clairement h induit un isomorphisme 

j^et . ^yetJl^^yet_ g^j^ ^^^^ g ^yc . h{w^Vi) = K7>2 + W avCC V2 S et W G 2V f . On a 

hiiipl^f'iwyi)) = hiw'^im^ui + U2)) ui e U2 G iVf 
= w^w' w' e 2V0 



soit 2(</'o* )'" (■*") ^ ^"2^^*) soit w G w^2Vg*. On en déduit donc un morphisme iV^ 



2V0 et 



finalement h provient d'un isomorphisme iV^ ~ 2V0. Si en outre Lo,n,i et (-o,n,2 sont isomorphes, il 
est clair du fait que les iVo.n, pour z = 1, 2, se scindent en partie étale et connexe, que les triplés 



i'-o n) pour î = 1,2, sont isomorphes. Pour des raisons de dimension, gm,a induit alors 



un isomorphisme sur les espaces tangents, c'est donc un isomorphisme. 



□ 
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Remarque : Soit i : Mi^o,=h,a — ^ îi" ,=h,n{'n) la flèche donnée par 
qui prolonge celle définie au paragraphe précédent. Le composé 
est Prob^''. 

1.3.3. Correspondcinces de Hecke. — 

1.3.3.1. Proposition. — La tour {Tjl\)n est munie de correspondances de Hecke associées aux 

éléments de GLd-hiFo) x Z, compatibles aux morphisme g„i,a, c'est à dire que pour tout n ^ 0, et 
tout élément {g'^, r) e GL^-hiFo) x Z, il existe ruQ ^ n ainsi que des morphismes IfJ^^ ^T^n 
pour tout m > mo compatibles aux morphismes de restriction du niveau, tels que le diagramme 
suivant soit commutatif 

r=h (gp','-) ^ 



pour an, cLm des éléments de G/P{d, h, n) et G/ P{d, h, m) respectivem,ent tels que a„ soit l'image 
de Um par la surjection canonique, et où g^ est un élément quelconque de GLh{Fo) tel que r = 
yal{detg^). 

Démonstration. — On définit les correspondances de Hecke sur TfJ^^ associées aux éléments de 
GLd-h{Fo) X Z, en procédant comme suit. 

- Soit g^* G GLd-h{Fo) tel que gf G Md-h{Oo)- On choisit m ci n tels que le noyau de 
*3f : {Fo/Oo)'^-'^ — > {Fo/Oo)'^-'' est contenu dans {M'"" /Oo)''-'' et tels que {M'"- /Oof-'' est 
contenu dans 

Im(*5f : {M-"'/Oof-'') ^ {M-^ /Oof-''). 
Soient S =Tfo\^ et {{£i, ji,ti), ljo , t^*^) l'objet imivcrscl dcTj;^„j. A g^* on associe via la structure 
de niveau i^*^, le morphisme [5^*] : défini comme au paragraphe (1.1.3) du chapitre 

précédent. 

- L'action de {gl^^—k) pour g^ G Md-hiOo) et k un entier naturel assez grand tel que 
^lk/h]ç^ef^-i g Md-hiOo), de sorte que vo'o^^^E'^^ C \9^o\^'om-< alors définie comme suit. 
Soit E[ défini par le carré cartésien 

[5Ô*]+io 
C _ cet m ce 



oii i% est l'inclusion canonique. 

On rappelle que modulo on a ('/?o)'''('^ £0) = '^o£'o, et donc l'image par de 

^((</'S)"^(^''^o) "^^t incluse dans [5o*](^o,n) + (¥'S)"'(^''^o,n))! ce qui permet de définir des ap- 
plications t\ : ^f- — > E'iJ^x déduites des ti. Les E[ peuvent ainsi être organisés en un "D- faisceau 
elliptique et on peut de plus le munir de la A^"-structure de niveau i^^* sur la partie étale 
déduite de l'^o.m- Le 2?-faisccau elliptique image par {go*,k) de {{£i,ji,ti),Lio,Lg*^) est alors 

U Ji^ "-/"I ^o,n )■ 

- On fait agir un élément w^, A: > du centre de GLd-hiFo) en tordant par le faisceau 
inversible Ox{k.o), c'est à dire avec des notations similaires à celles introduites ci-dessus, £'„ := 
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tUgS^* (BSq- pevit de manière évidente définir des applications t'i et donc organiser les £■ en un 
r'-faisceau elliptique muni d'une A^"-structure de niveau sur la partie étale. 

Soient r Ç. Z et m ^ n tels que m — n — r ^ 0. On définit le morphisme [r] : — > ^fo\ 
comme étant égal à Prob™~"~'". 

En remarquant que pour A; > 0, (f'^ induit un isomorphisme entre (5^*©^°) et £g* + {f'^)''{£^), 
il est facile^^) de vérifier que l'on définit bien ainsi une action de GLd-h{Fo) x Z sur \im.{lfj^^). 

En vertu de la proposition (1.2.3.1) du chapitre précédent, il est immédiat de vérifier la com- 
mutativité du diagramme de l'énoncé. 

□ 

1.3.3.2. Proposition. — La tour {ïi" ,=h,n{n))n est munie de correspondances de Hecke as- 
sociées aux éléments de GLd-h{Fo) x GLh{Fo), compatibles aux morphisme gm,a, c'est à dire 
que pour tout 0, et tout élément {g^,go) € GL^-hiFo) x GLh{Fo), il existe mo > n ainsi que 
des morphismes 

ii'',=h,7n{rn) ii'',=h,n{n) 
pour tout m > mo compatibles aux morphismes de restriction du niveau, tels que les diagrammes 
suivants soient commutatifs 

(So*xg°) 

^i'',=h,mim) ^2:/°,=?i,n(n) 



If 



(sf ,val(det5=)) 



.T=h 



Il<',=h,nin) 



M, 



I.o.h.a 



9o' 





9'o 



M, 



I,o,h,a' 



Démonstration. — On définit une correspondance de Hecke associée à un élément (^oS^o) de 
GL4-h{Fo) X GLh{Fo) sur Iio ^=h,m{'m) , de telle sorte que l'action induite sur Xfî''^ est donnée 

par ((Jq*, val(det (/q)) € GLd-h{Fo) x Z telle qu'elle est définie ci-dessus. 
- Soit gg (resp. g^*) un élément de GLh{Fo) (resp. de GLci-h{Fc,)) tel que 

g: e M;, (a) 

{resp. g'^ G Md_„(a)) et wT'^''''''^"^^\g-g')-' e Md_,(0„) 
de sorte que îïji™'^'^'^*^"''^'''^^'^ C [ffo*]'^om- choisit m et n tels que les noyaux de : 
{Fo/Oo)'' FolOof et *gf : {Fo/Oo^-^ [Fo/Oof-^ sont contenus dans {M-'^/Oof 
et tels que {M-'^/Oo)^ (resp. M''^ /OoY~^) est contenu dans 

(resp. dans Im(*5f : {M'^'lOof-^ — ^ {M.-'^ j O of'^)) . Soient S un (Ô7)-schéma et ainsi 
qu'un S'-point ({£i,ji,ti), t/», t^^, de T/o _,j_„(m). Pour définir l'action du couple {gf,go), il 
suffit de définir une structure de niveau n sur ((^^)Hvai(detg;;)) ^-^c^ ^ T-vaicdets,,)^^^ g^.^ j^^j ■ £c^_^ 
le morphisme associé à g^ défini via la structure de niveau m (cf. le paragraphe (1.1.3)). 



f®-' essentiellement il s'agit de vérifier que l'action de (gp,k + s) est égale à celle de (gj;*, fc)(l, s) pour (So*) ^ S 
Md(Oo), s ^ et fe assez grand 
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On a déjà vu que [g^] {S^ ^) ~ "^"^^ ""^^om de sorte que la structure de niveau n déduite de „ 
convient. 

- L'action d'un élément du centre de GLd,-h{Fo) est définie de manière évidente. De même 
l'action de vu comme élément du centre de GLh{Fo) se définit de manière naturelle 
2/0 =/j „i(m) — > 2/0 _/,_„(n) pour m et n tels que m — n + /i/c > 0, et relève 



Prob 



m—n-\-hk . 



On vérifie aisément que l'on définit bien ainsi une action de GLd,-h{Fo) x GLh{Fo) sur 
lim Iio-h,m{''n) de telle sorte que l'on a le diagramme commutatif suivant 



1lo,=h,m{m) ^1lo,=h,n{'^) 



j=h 



(sf ,val(detg=)) 



n-=h 



En vertu de la proposition (1.2.2.6) et de la définition de gm,a, le diagramme suivant est alors 
commutatif 

1lo,=h,m{m) ^2:/°,=/i,n(") 



Sn,a' 



Ml^o,h,a ■ 



gl 



□ 



1.4. Variétés d'Igusa de seconde espèce 

On rappelle que pour un idéal / de A, on note / = I"A4g avec o ^ V{I°). Soit Tlo,d l'élément 
suivant de GLd{Oo) 

/ • • • Wo\ 
10:0 

■•• : 

V 1 / 



1.4.1. Définition. — Étant donnés un K(o)-schéma S, ainsi qu'un 5-point de Ip^'^m^ ^ 
Oo ®k{o) Os-module localement libre de rang d, To ainsi qu'un morphisme linéaire injectif 4>o '■ 

Tf > T 

J o ^ ^ o- 

Considérons la catégorie fibrée Zjl^mi^) ^^"^ catégorie des /t(o)-schémas dont les objets sont 



Q > 'T=h 

. une section globale a de ^o/4''y\'^" ^o) telle que 

<p'^{o' (S) 1) = îÂ7oC7 et telle que l'application Os — > ^o/(}>o{^^o) 

a I— > aa, est inversible 



Dans la suite, on notera J^o,/s le quotient J^o/^'oi^ ^o)- 
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I.4-1-1- Proposition. — Le morphisme naturel ZJ^ mis) — > Tfo\j^ est relafAvement représentable 
par un schéma J7/;''„(s) — > ^T°^,„ étale galoisien de groupe de Galois V^^^^^ := iPo,h/ iJ^o,h))^ ■ 
En outre le diagramme suivant est cartésien 



Démonstration. — La représentabilité est immédiate et le diagramme est clairement cartésien. 
Soit alors Spcc iî ^ 5* un ouvert affine tel que To,R '■= J^o ®Os est libre. D'après la proposition 
(1.2.1.1), il existe une décomposition 



^ o,R — ^o,R ® ^o. 



R 



dans laquelle la matrice de èn est de la forme ( , ) avec Mg* inversible de taille d—hde 

^ V Me^t Met J 

sorte que J-q'^h C <po'''^^\^°*^ J^o,r) pour tout s > 0. En outre J-'o,r/<Po{'^J'o,r) étant un iî-module 
libre de rang 1, il existe donc cq G J^g ^ tel que 

(eo,<^o(eo®l),--- ,<^f "'^60 1)) 

soit une base de ^ avec 

h-l 

cet 



<i)-^{eo (g) 1) = (g) 1 ^ 7i0o (eo O 1) modulo JTf 

i=0 

où 7î e Oo®k{o)R- Il s'agit ainsi de trouver a = Y^^Zo cti-^l^oi^o ^ 1) avec a, = ^ f^t^î telle 



que (lyg{a (g 1) = WoO- et /îg inversible. Notons 

{Wh,S,o, 4'h,S,o) 

le (^faisceau Wh,s,o '■= (Co ®k{o) 0$)^ tel que la matrice de 

4>h,S,o : ''Wh,S,o — > Wh,S,o 

dans la base canonique est donnée par (l)h,s,o{ei(^l) — e^+i pour 1 ^ i < het (l)h,s,o{eh®^) — Wo-Ci. 
Le groupe AMt{Wh,s,o,V>h,s,o) est 

Vl^^ ~ {P e GL^(a) / P^o,h = Ilo,hP} 

Trouver a revient alors à rigidifier la partie connexe de Tq, i-e. à donner un isomorphisme 

modulo ^. On peut ainsi obtenir aisément des équations du revêtement à partir des éléments 
de la matrice M^. On en déduit en outre que le revêtement est étale de groupe de Galois : 

Aut(Wft,s,o,/«,<^,^,s,o,/«) - e GL^(a)/(l + n^,^M,,(a) / P'i^o.h = Uo^hP} 

□ 

Remarque : Si 5 est le spectre d'un corps ou d'un anneau artinien, il correspond, par la théorie 
du module de coordonnées (cf. [12]), à {V^, ip^) un Oo-module formel de hauteur h, de sorte que 
les S'-points de JJz^j^{s) sont ceux de If^^^y^ muni d'une rigidification à l'ordre s du Oo-module 
formel de hauteur h qui leur est associé. Ainsi Jjï^^{s) est la variété dlgusa de seconde espèce 
telle qu'elle est définie dans [14]. 
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1.4.2. Correspondcinces de Hecke sur Jfl\{s). — 

1.4-2.1. Proposition. — La tour {Jil^ni^))s,n ^^t munie de correspondances de Hecke associées 
aux éléments du noyau f/o de l'application 

GLh{F,)xDl^xWo -^Z 

(ffo. ^o, o-o) 1-^ val(det(5^)rn((5o)cl(ao)) 

où rn : > est la norme réduite, et cl : Wp^ > est l'application de la théorie du 

corps de classe, de manière compatible aux morphismes Jil\{s) — > IfJ^^, i-e. pour tout n,s, il 
existe mo ^netto'^s tels que pour tout m > mo etf^to, on ait des morphismes 

compatibles aux morphismes de restriction du niveau et tels que le diagramme suivant soit com- 
mutatif : 



^"'"^ sf x(val(det(g^))) 

Démonstration. — - Les correspondances géométriques sur Tfo\ associées aux éléments de 
{D'^'°)^ X GLh{Oo) X GLa_h{Fo) se remontent aisément sur Jfî\g{m). 

- Celles associées aux éléments de T^^f^ sont données via l'isomorphisme Aut(V^'^, <^q) — T^^f^, 
de sorte que 

s' 

- Soit {gl, ôo, 1) un élément de N'a avec g^ G Mh{Oo). On choisit n tels que 

Ker(*5f ) c {M-^/OoY-\ 
{M-^lOof-"" C Im(Vf ) 

de sorte que (â'o*,5o) définisse une correspondance de Hecke 

Il reste alors à définir, pour t assez grand, à partir d'un isomorphisme 

■ i^o,/v'Pl,/t) - {Wh,S,o,/t,<i>h,S,o,/t), 

un isomorphisme 

'^'s '■ i^ol/s'^o,/s) - i'^h,S,o,/s,(l)h,S,o,/s), 

où (JFq' , ) est le (/)-faisceau connexe associe à (JF^, (p^) par Rappelons que l'application 
^0cy vai(det(g;;)) (^j.gsp_ 0^™''^"'''^° '''') léalisc un isomorphisme de (/>-faisceau de t™'*''"*'''»" jr^ (resp. 
^vai(rn(5„ g^^") ygj-g jTc,' (j-esp. {Wh ,s ,o)) , de sorte que 

restreint à ^o/i.-vai{dci{g'^)) définit une rigidification à l'ordre s := t — yal{det{gg)) de la partie 
connexe du </>- faisceau {J^'^, (p'g) . 

- pour z G F^ n Oo, on fait agir {z, z~^, 1) de manière évidente, c'est à dire avec les notations 
ci-dessus, J-g' = zj-g avec ot» = ^ ° 9h s o ° ctt° [Ço ) ■ 
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- Le procédé est exactement identique pour les éléments de Mo de la forme (1, 5o, Cq), en remar- 
quant que Co5o est un automorphisme de {Wh^s,o,/s-:'t'h,s,o,/s)- 

□ 

1.4.3. Complétés formels. — On se sert des J]Z^^{s) pour "détordre" le schéma formel 
Tjo —fi „i{t). Le lemme suivant est immédiat : 

1. 4-3.1. Lemme. En notant J]z\-i^{oo) := \mijjz^';^{s) , un point fermé sur k de Jf^^^{oo) 

correspond à la donnée d'un point fermé de ^fJ^^ et d'un isomorphisme de la partie connexe 
{V*''^,ipl''^) de son Og-module de Dieudonné associé, avec {Wh„K,o,'Ph,K,o)- 

1.4-3.2. Définition. — Pour tout s, en accord avec les notations de [14], on notera Tw/o,/(,m^f (s) 
le quotient 

Jltmis) XSpec.(o) Spf Def ^ 
où V^f^ agit diagonalemcnt. L'espace topologique sous-jacent aux Twio^h,m,t{s) est IfJ^^- On 
notera aussi Twio^h,m,t{co) la limite lim Tw io,h,m,t{s). 

s 

1-4-3-3- Proposition. — La tour Tw/o^/j^„_t(oo) est munie de correspondances de Hecke as- 
sociées aux éléments de 

{D^^T ^GLa-h{Fo)xK, 
vérifiant la propriété suivante : étant donné un point géométrique xio^^(po) de i7/^^(oo) au dessus 
d'un point xio^^ de IJi^^^, les morphismes canoniques 

fxio^^ioo) ■ {ilo,=h,m{t))xic^^ — > Spf DefJ* 

ainsi que 

Kio_^(oo) ■ T'^i°,h,mA°^)xio^^ — > Spf Deft'' 

sont tels que pour tout élément {g°°'° , ^igl^ào^cTo)) & {D°°'°)^ x GLfi-h(,Fo) x Mo, les dia- 
grammes suivant sont commutatifs 

{Ijo,=h,m'{t')hjo,^, '■ ^SpfDefJ*, 



A3~'°,»g',(sg.«o.<'o))»jo_„/(oo) 



{Iio,=h,m{t)h,o,^ Spf Def,^ 



^wjo^h,m\t'{oo)xja,,n' ^SpfDef^, 



(s°''°,sf.(So>'5o,<rc,)) 



Tw/o,h,„,t(oo)x,o,„ " '"^ > SpfDef^^ 

où {g°°''',gf,go,(^o)xjo^rn' =Xlo^rn- 

Démonstration. — Pour définir les correspondances sur la tour Tw/o^^^^ j(oo), il suffit de faire 
agir jVo diagonalement^^^^ Concrètement, étant donné 

tel que gf e M.d-h{Oo), gl € M.h{Oo) et 5o e P^,/,, soient J°, 1° des idéaux de A de multiplicité 
nulle en o, et m, m' , t, t', s, s' des entiers tels que : 



^^'^^pour un choix convenables de J°,m',t', comme ci-avant 

'^^^Hso) '^o! <^o) G ''■Sit sur DefJ* via (*(9o)~^> "^oi fo) 6 A/'o laquelle est définie par Deligne et Carayol, cf. le 
paragraphe (I.l.l) 
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- Kcr(*.g^*) C {M''^' /OoY-^ et {M-'^/Oof-^ C Iin(*c,f ) ; 

- Ker(*5^) C {M-'' /Oof et (M-Va)'^ C Iin(*5„-) ; 



TjO, 



val(det(s°))//i. 



(fff)-i eMrf_;,(a) 



- s' = S — val(det(5o)). 
On a alors une correspondance de Heckc {g°°'°, gf, gf,, 5o,(Jo) '■ 

Jjo^m'is') XSpec«(o) Spf Dcf^', ^ Jfo^is) Xspec^{o) Spf Def 

Les morphismes canoniques „(oo) et h^^„ „(oo) sont définis à partir de l'isomorphisme fixé par 
le lemme (1.4.3.1) et la commutativité des diagrammes est alors évidente. 

□ 

Remarque : En particulier, on notera que l'on peut munir les Twio^h,Tn,t{s) de correspondances de 
Hecke associées aux éléments 

à partir de celles définies ci-dessus, en choisissant un élément quelconque ôg € -D^^ tel que 
{g^, ôo, cFo) € No, le résultat ne dépendant pas de ce choix car on a quotienté par T)^^. 

1.4-3. 4- Proposition. — Au dessus de tout ouvert affine S delfj^^, il existe des isomorphismes 

Tw/o t(oo) Xi=h S — >Iio-h,m{t) Xi=h s 

tels qu'en tout point géométrique x de Ipy^^, on a le diagramme commutatif 

(Tw/o_^^„^4(00) X2:=h^ S')x iîl'',=h,m{t) Xj=H^ S)x 



i;(oo) 



Spf Deff > Spf Deff 



où x{oo) est un point géométrique de J7/^'^(oo) au dessus de x. 

Remarque : Cet énoncé peut paraître imprécis car les isomorphismes en question ne sont pas 
canoniques et dépendent comme on le verra du choix d'une extension de la partie connexe par la 
partie étale des Oo-modules de Dieudonné. A priori il n'y a aucun moyen de les recoller, et donc 
bien sur il n'y a pas de sens à essayer de les rendre compatibles aux actions des correspondances 
de Hecke. La propriété essentielle est en fait la commutativité du diagramme de l'énoncé, qui 
nous permettra comme on le verra au paragraphe (L5.2) de montrer que tous ces isomorphismes 
coïncident au niveau des cycles évanescents^^^^ et se recollent de façon compatible aux actions de 
Hecke, en vertu de la proposition (L4.3.3). On peut toutefois suspecter que le schéma tout entier 
est affine. 

Démonstration. — Commençons par construire la flèche. Soit donc R une 0o-algèbre artinienne, 
A4 un idéal maximal de carré nul et _R = R/A4. Supposons donné un iî-point de JTpi'lnioo). Étant 
donnée {Wh,R,o,'Ph,R,o, ''h,R,t) une déformation de niveau t de (W^/j "r o) <P/i "r o)' construire 
une déformation sur R, du iî-point correspondant de IfJ^rn- D'après l'équivalent du théorème de 
Serre- Tate (cf. la proposition (Ll.6.3)), il suffit de construire une déformation de niveau {m,t)^^^^ 
du Oo-module de Dieudonné {Vo,'ifo) associe sur R, cette construction devant être compatible à 
l'action diagonale de 2?^^ sur le produit JjZ^mi'^) XspecK(o) Spf Def^. 



(^^^ Moralement les cycles cvanescents ne dépendent que de la partie connexe du Oo-module de Dieudonné et pas 

de l'extension de cette partie par la partie étale. 

f^^' structure de niveau m (resp. t) sur la partie étale (resp. connexe) 
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1.4-3.5. Lemme. — Soit R une Oo-algèbre artinienne, M un idéal maximal de carré nul et 
R = R/M.. Soit (Fo)^o) "'^ Og-module de Dieudonné sur R, ainsi qu'une suite exacte 

avec {Vg étale et {V^.lfg) connexe. Supposons en outre donnée une déformation {Vi^,(f^) 

sur R de {Vgjlpg). Il existe alors une déformation {Vojipo) définie sur R de {Vo,'<Po) ainsi qu'une 
suite exacte 

{Vf, ^f) {Vo, vo) vl) 

dont la réduction modulo M. est la suite exacte précédente sur R. 

Démonstration. — Soit (F/*, (ff ) la déformation sur R de (Vq*, ^q*). Le problème est alors de con- 
struire une extension de (V^®*, (/Jq*) par {V^, ip^). La question est classique et découle des résultats 
de [17] chapitre 4 §3. L'obstruction à l'existence d'une extension Vo de Vo par M.®-^Vo réside^^^' 
dans 

Si cette obstruction est nulle, une extension étant choisie, l'obstruction à l'existence d'une flèche 
Vf — > Vo (resp. Vo — > V^) réside dans le groupe 

^<.è.,.,R(y^oM®nVo) (resp. Ext^^^^^^^^(F„, ^^Fj) 

et l'ensemble de ces flèches est un torseur sous 

Homo^®„(„)K(K*,'^®K"^o) (resp. Hom^^g,^^^^-^(Fo, A4 

Si ces obstructions sont nulles, Vf — > Vo est injective et Vo — > Vg est surjective. En outre 
l'ensemble des flèches Vf — > Vo est un torseur sous 

de sorte qu'il existe des flèches Vf — > Vo et Vo — > Vo tel que la suite — > Vf — > Vo — > 
V^ — > soit exacte. Montrons que toutes ces obstructions sont nulles. En fait on va montrer que 
les groupes dans lesquelles elles vivent sont nuls. L'argument est identique pour tous ces groupes, 
traitons par exemple le cas de ExtJ, ^ ^ yâ.^^ o ®ll ^o)- Les C'oéiK(o)-fi'- modules Vo et V o 

étant localement libres, les faisceaux Exf^ ^ ^ ^-^(Vo*,7VÎ ^-^Vo) sont nuls pour i > 0. La suite 

spectrale locale-globale pour le Ext^ montre que ExtJ, ^ ^ ^r(^'o ^r^o) est égal à 

H\Spec(R),Exfo^^^^^^R{vf,M<3-^Vo) 

qui est nul car Spec(iî) est afline. 

Il faut alors construire (fo ■ '^Vo — > Vo qui soit compatible à (/j^* et ipo- On commence par 
remarquer que Frobo : -R — > R se factorise par Frobo : R — > R, de sorte '^Vo = Vo ®rp;^ R- 
Comme précédemment il n'y a pas d'obstruction à l'existence d'une application (p'^ : '^Vo — > K 
et l'ensemble des telles applications est un torseur sous Hom^^^gi ^ ^■^{'^Vo,M. ®-^Vo)- Fixons 
une telle application iç'^. Les applications Vf — > Vo, ^p'o et (p^* fournissent alors un clément de 
Hom^p^^ ^ ^■^{'^V'^,M. '^■^Vo)- En appliquant le foncteur H.om^^^^^^^-^{»,M. 'E)-^Vo) à la suite 
exacte courte 

^ Wo ^Vo 'vl ^ 0, 

Cette obstruction est nulle et de plus il n'y a qu'une seule extension possible car en utilisant l'argument de la 
fin de la preuve on peut montrer que Ext^ ^ -^{Vo,M Câ;^ Vo) est nul. Par contre les flèches V^f* — » Vo — > 
ne sont pas uniquement définies. 
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on obtient la suite exacte 

car, de manière identique à ce qui précède, Ext^ ^ ^-^{'^V'^g, (8);^ Vq) est nul. On modi- 
fie donc if'g en un ip'^ qui soit compatible à ip^* ; l'ensemble des telles if" est alors un torseur 
sous 'RomQ^^^^^^-^['^Vg,A4 ®^Vo)- De même, Vq — > V^, ip" et ip^ définissent un élément de 
Hom^^ig, ^^^■^{'^Vg, A4 <S)fl^o)- appliquant le foncteur Ilom^^^^^^_^-^{^V'g,»), à la suite exacte 



on obtient la suite exacte 



^ Hom^^^ T^i^vlM ^TîVf) Rom^^^ -j^CvlM ^^^o) 



car Ext^ ^ ^ ^■^{'^V'g,M. ®;r^o*) ^st nul. Il est alors possible de modifier ip" en un ipo compatible 

□ 



à ipf et 



Soit donc comme dans le lemme ci-dessus, (V^f*, (pf) le relèvement sur R de (V^ , ^f)- Soit aussi 
i-o*^ le relèvement sur R de I^*^ : c'est une structure de niveau m sur {V^*, ^p^). De l'isomorphisme 
sur R : 

et de la déformation {Wh,R,oj'Ph,R,o)j on en déduit une déformation {Vg,(pg) définie sur R, de 
{VgjTpg), munie de plus d'une structure de niveau t. Il suffit alors d'appliquer le lemme précédent. 
Il est en outre immédiat que cette construction est invariante par l'action diagonale de 'Dg ^ sur 
le produit i7/^[^(oo) XspecK{o) Spf Def^ et que le diagramme de l'énoncé est bien commutatif. 

Montrons ensuite que la flèche en question est un isomorphismc. Le problème se ramène 
immédiatement au cas f = 0. Il suffit alors de montrer que l'on obtient un isomorphisme au 
niveau des espaces tangents. Pour des raisons de dimension, il suffit de vérifier que l'on a une 
injection ce qui est clairement le cas. 

□ 

1.4.3.6 — Dans la suite nous proposons suivant [14], une autre façon de voir cet isomorphisme en 
un cran fini. Notons 

l'extension étale de fibre spéciale Jfo'^mi^) — ^T-^m- ^o*® de même 

>Jl°,=h,m{s,t) > Jl°,=h,m{s) 

le classifiant des structures de niveau t sur la partie connexe du i^-faisceau universel sur 
jio-h,m{s). On définit de manière identique au paragraphe (1.4.2), des correspondances de Hecke 
sur Jio -h^m{s,t) associées aux éléments de (D^'°)^ x GLd-h{Fo) x No- 

On note M.^ l'idéal maximal de Def^ et soient pour S un ouvert affine de Ifl*^ ■ 

Etant donné un point géométrique x{oo) de j7/^^(oo), on a des morphismes canoniques 
{Ss Xspec«(o) Spf(Def,V(A^t^)^)).(oo) SpfCDef.VlA^?)"^) 
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et 

{Ss,t)x(oo) — > Spf DcfJ' 

ainsi qu'une compatibilité aux correspondances de Hecke comme dans la proposition (1.4.3.3). 

1.4-3.7. Proposition. — Pour tout iV e N, il existe un so assez grand tel que pour tout s ^ so, 
et S un ouvert affine de Tf^^, on ait un morphisme 

In, s ■ Ss XspccK(o) Spf Def^ — > Ss,t 
tel qu'en tout point géométrique x{oo) de JfZ^^{oo), on ait le diagramme suivant : 

{Ss Xspec«(o) Spf(Def,V(A^?)^))x(oo) ^ ^ {Ss,tUoo) 

" " 

Spf(Def? /(X?)^)^ ^ Spf Deff 

Démonstration. — On commence par prouver le lemme suivant qui est l'équivalent pour les Og- 
modules de Dieudonné du lemme (1.1.3) de [18]. 

1.4.3.8. Lemme. — Soit R une Oo- algèbre artinienne de morphisme structural i : Og ^ R, 

r G N tel que «(w^) = dans R. Soient (Vo^'/'o) et (Wo,'!/'o) deux Oo-modules de Dieudonné 
connexes sur R. Soit M. l'idéal maximal de R et R= R/M. : on suppose que M'' = (0). On notera 
Vo et W o la réduction modulo A4 de Vo et Wq. On a alors 

- 'Hom{{Vo,(po),{Wo,ipo)) — > Hom((Vo,^o), (Wo,'0o)) est injective ; 

- pour toute application f : {VcîPo) — > {Wo,i>o)! on peut trouver un relèvement de zu^ f, où 
N > r(lnfc/lng). 

Démonstration. — Commençons par montrer que (g) 1 annule M.W0 pour N ^ r(lnfc/lng). 
Dans Wo, en considérant ■0o : Wo — > Wq comme une application r- linéaire, on a {w^ ® l)Id = 
(1 i(îî7^))Id + ai{'ilJoy. Comme «(nj^) est nul dans R, on en déduit que pour v e MWo, 

{wl ® l)v G M^Wo, d'où le résultat. 

Soit donc g : {Vo,<.po) — > Ai{Wo,ipo) ■ {^o 1)" '= Kcig. Or {Vo,(fo) étant connexe, on en 
déduit qu'il existe w G Vo/(po{Vo) tel que {zu^ l)v = ((po)*(w). On a alors {tpoYigiw)) = soit 
g{w) = et donc g = 0. 

Pour le dernier point, on définit l'image d'un élément v E Vo comme zu^ (E) 1 fois le relèvement 
quelconque de f{v). Cette définition ne dépend pas du choix de ce relèvement car MWo est tué 
par (g) 1. 

□ 

1.4.3.9. Lemme. — (cf. [14] lemme in.2.6) E existe une fonction a : N — > N croissante de 
limite l'infini, telle que : 

- tout élément de ■cOo~*'Do,h se relève en un endomorphisme de 

- tout élément de (1 +zUo'Do,h) agit trivialement swr Def^ /(A^J')"'^*-' . 

Démonstration. — On remarque tout d'abord que pour premier 
point découle alors du lemme précédent en prenant a{s) tel que 

ais) Hais)) < (s - t)ilnq){q - l)q^*-'^\ 

Le deuxième point est alors immédiat : en effet soit S G 2?^^ tel que (5=1 mod tu*. Alors {S—1)/îu^ 
se relève en un endomorphisme de 
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Il en est de même de ^ — 1)/îî7™, de sorte que ô se relève en un automorphisme de 
qui est l'identité sur les points de ro^-torsion. 

□ 

Soit alors Ss^t{N) := Ss XspccK(o) Spf(DcfJ' /(AlJ')^). D'après le lemme ci-dessus, on a une 
action de (1 + w^^Vo^h) sur (VF^^Defj^ /(A4t^)''(-),o> 'P^i.Def? /(M(^)°(-),o) telle que pour tout a ^ t, 
(1 + tï7*~*+'*'Do_/i) agit trivialement sur 

{^h,T)ei^ /(Xj^)°(^),o,a) </^ft,,Deff )°(») ,o,a)- 

Ainsi (1 + w^Voji) / {l + î^o+°~*î?o,/i) agit diagonalement sur 

et le quotient est un Oo-module de Dieudonné tronqué à l'ordre a 

^'\/C.S , „c.s \ 
(Vo,a : foM) 

connexe sur Ss,t{c({s)). La limite projective des (VJ^a ' a) alors un Oo-module de Dieudonné 
sur 5«,t(a(s)) telque 

iVo,t\Vo,t) - {Wh,De{i,o,t^Vh,Ue{'^,o,t) 

de sorte que {V^'^, f^'^) est muni d'une structure de niveau t. Étant donné un iî-point de Jfz^^is), 
une Oo-algcbro artinionnc Rs, M. un idéal maximal de Rs tel que R = Rs/A4, ainsi qu'un Rg- 
point do Spf(Dcf,f on construit une déformation sur Rg de ce iî-point, en donnant 

une déformation de niveau (m, t) de son Oo-niodulc de Dieudonné. On procède comme dans la 
preuve de la proposition précédente. Soit (VJ iy^o' ^ C^m) 1^ relèvement sur R de (V'^'' ,Tpf ,T^*^). 
D'après le lemme (1.4.3.5), il existe une extension {V^, ipl) de (V^*''*, ipf'^) par {Vg'^, ipl'^)/R ainsi 
qu'une suite exacte 

sur Rs qui se restreigne sur Rs ^ucs^ /(A^J)«(^) ^^^l / {M.t)'^^^~'^^ puU-back de 

On en déduit donc l'existence d'un^^^^ morphisme pour tout ouvert affine S de TJ^J^^, 

fs,t : Ss,tHs)) Ss,t 
tel que le diagramme ci-dessous est commutatif 

En particulier si a;(oo) est un point fermé de j7/^'^(oo), on a le diagramme commutatif 

fs t 

(S's,t(û!(s)))^(,) ■ ^ {Ss,t)xis) 

ix(oo) 

Spf(DefJ' ^ Spf Def^'' 



(^^)non unique 
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L'existence du morphisme fN,s,t de l'énoncé découle alors d'un lemme de Berkovich (cf. lemme 1 
de l'annexe de [14], ou bien le lemme II. 5. 8 de loc. cit.) 

□ 



1.5. Cycles évanescents et systèmes locaux d'Harris-Taylor 

On rappelle que le but des variétés d'Igusa est en particulier de décrire la restriction à Mj^^ 
du faisceau des cycles évanescents de Mj^o — > Spec(Oo)- Cette question se pose dans le contexte 

suivant : la cohomologie de la fibre générique de la tour des (M/.o)/ est décrite dans [19] de 
manière "assez" précise. Cette cohomologie est aussi l'aboutissement de la suite spectrale des 
cycles évanescents 

Afin de séparer la contribution due aux différentes strates, entre en jeu la suite spectrale associée 
à la stratification 

On cherche donc à avoir des renseignements sur IjmHKMf^^ -i, R^^^joiQù) en tant que 
représentation de {D^'")'' x Ph,d{Fo) x Wp,. 

1.5.1. Rappels sur les cycles évanescents associés à Def^. — Pour tout n ^ 0, Def^ 

représente le foncteur des déformations de niveau n, par isogcnics, du Oo-module formel de hauteur 
a sur F,, cf. [9]. Soit alors *^;,„ le -espace vectoriel de dimension finie obtenu via la théorie de 
Berkovich comme le z-ème foncteur des cycles évanescents associé au morphisme structural 

SpfDef^ — > SpfÔ;'''. 

Cet espace vectoriel est muni entre autre d'une action de GLdiOo) qui se factorise par le morphisme 
surjectif naturel GLd{Oo) — > GLd{Oo/À4g) et on pose 

de sorte que pour Ko,n := Kcr(0„^ — > (Oo/M^)''), *^j,„ = (*^^')^°'". On introduit le groupe 
Afo (resp. Afg) défini comme le noyau de 

) e GLdiFo) X Dl^ xWo^ val(det(g„-i)rn((5o)cl(c„)) € Z 

(resp. composé avec la projection canonique Z — > Ij/dl. Comme rappelé au paragraphe (I.l.l), 
pour un caractère d'ordre fini de , ^ f{£,'o) (resp. ^ p), ovi est la restriction de à O^, 
est muni d'une action de M'^ (resp. de Mo)- 

1.5.1.1 — Dans la définition de Deff^, il est agréable de considérer plutôt les déformations par quasi- 
isogénies de sorte que la construction précédente fourni des Qj-espaces vectoriels Up' ^ ~ {llp^)^°-"- 
oh 

est une représentation de GL4{Fo) x D^^ x Wf„- 

Pour toute représentation admissible irréductible Tq de D^^, la réciprocité de Frobenius donne 
un isomorphisme 

^p'i'^o) - Hom^x (res!^""' t^, . ) 

oïl est le caractère central de Tq et l'action de {g^, CTo) est donnée par celle de {ço, So, cTo) G Mg 
pour Ôq g Dg quelconque. Afin d'avoir un théorème de Serre- Tate équivariant on introduit les 
modifications suivantes. 
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1.5.1.2. Définition. — Pour tout h, i, Up^ est la représentation Up'^ où l'action de GLh{Fo) est 
tordue par Qo i— > ^g~^. On définit de même comme étant l'espace muni d'une action de 

Mo ■■= Kev{{go,So,Co) e GLd{Fo) x D^^^ xWo^ val(det(5o)rn(^o)cl(co)) e Z 

via l'action de {*g~^,So,Co) G Mo sur 

1.5.2. Restriction aux strates ouvertes et variétés d'Igusa. — On rappelle le lemme 
suivant bien connu. 

1.5.2.1. Lemme. — Soit C un Qi- faisceau lisse sur Mj^o- On a alors 
où est la restriction de C à la fibre spéciale Mj g^ . 

1.5.2.2 — Appliqué au faisceau Cp^ cela nous conduit à étudier -R'^r)o(Qi)M/,o le i-ème faisceau 
des cycles évanescents du morphisme structural 

Mi^o — > SpecOo. 

On notera aussi iî*î'^^(Q;)j\^=h sa restriction à On considère le tiré en arrière 

iî*\l'^^(Q()j=^f. de iî*\l/r,^(Qj)jv^=h par le morphisme Ifl'^n — ^ ^r,s^.a^ où n est la multiplicité 
de o dans /. On rappelle qu'étant donné un point géométrique a;(oo) de J7/5;'^(oo) au dessus d'un 
point X de M^g (resp. y de Ip>\), on a des isomorphisme canoniques 

^F^n ^ (^'*'îo(Q/))(M,-xr.,„). ^ {R'^nomMrxJ- 

que l'on note dans les deux cas jx(oo) - Le but de ce paragraphe et finalement des variétés d'Igusa est 
de décrire le faisceau R^'i', ^^^{Qj) i\j=h . Selon loc. cit. nous introduisons les notations suivantes : 

- soient Y un schéma lisse sur F^, et (¥„ Y) un système projectif de revêtements étales de 
groupe de Galois G = limG„ ; 

- soit £ un Q;-faisceau lisse sur Y, muni d'une action de G se factorisant par un quotient fini 
Gn de G. 

Le faisceau £|y est ainsi muni d'une action de Gn x G„ et l'action diagonale de G„ est 
compatible à son action sur Yn de sorte qu'il existe un faisceau 

Twist(Y^)(£) 

sur Y tel que sa restriction à y„ munie de l'action naturelle de G„ coïncide avec ^\y„ niuni de 
l'action diagonale de G„. 

1.5.2.3 — Rappelons l'énoncé suivant dû à Berkovich (cf. loc. cit. appendice). Supposons donné 

sur Oo^, un schéma formel X muni d'une action d'un groupe G agissant trivialement sur la fibre 
spéciale Xg. On note X{n) le schéma formel {Xg, Ox /I^) '^^^ -^x est un idéal de définition de X. 
On suppose que G = liniG(n) tel que l'action de G sur X{n) se factorise par G{n). Soit alors 

Xn — > X des revêtements galoisiens de groupe de Galois G(n) et on fait les hypothèses suivantes : 

- le quotient de Xn{n) par l'action diagonale de G(n) est un schéma formel 3^" (c'est le cas si 
par exemple X est quasi-projectif sur Spf Ô"'') ; 

- il existe un schéma formel spécial y tel que y{n) = 3^" ; 

- la famille des complétions formelles de X le long d'un point fermé de a un nombre fini 
de classes d'isomorphismes. 
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1.5.2.4 — On note ^1^{X) (resp. ^'^(3^)) le i-ème faisceau des cycles évanescents du faisceau 
constant Z/p™Z associé à X (resp. 3^). D'après les travaux de Berkovich (cf. [4]), il existe un 
entier A'^, tel que tout automorphisme sur X trivial sur X{N), agit trivialement sur \1/^(A'). On 
fixe donc pour tout m, un tel entier N{m), de sorte que l'action de G sur ^'^(Af) se factorise par 

G{N{m)). En particulier les faisceaux Twist;^^^ (Î'^(A')) sont indépendants de n ^ N{m); on le 
note Twist;f^ (\1/^(A')). Berkovich démontre alors le résultat suivant. 

1.5.2.5. Théorème. — (cf. l'appendice de Berkovich dans [14] j II existe un système compatible 
d'isomorphismes canoniques de faisceaux : 

1.5.2.6 — On cherche à appliquer le théorème ci-dessus à 3^ = Tw/o^/,_m,t(oo). On pose donc 
X = Ifl'rn ^ Spec k(o) Spf Def j qui est muni d'une action de G = agissant trivialement sur Xg — 
Jfo^„. On note l'idéal maximal de DefJ' et soit X{n) := Ifo^ Xspec«(o) Spf(Def^ /{M'tT). 
On considère une fonction : N — > N, telle que ao = Id, où a est la fonction définie au Icmmc 
(1.4.3.9), de sorte que l'action de G sur X{n) se factorise à travers G{n) := Vg^f^^j^K^n)- considère 
ensuite Xg := JjZ'l^iN (s)) xspecK(o) Spf DefJ' de sorte que X^ — > X est galoisien de groupe de 
Galois G{s) = 'Do^h,N{s)- On est ainsi dans les conditions d'application du théorème ci-dessus d'où 
le résultat suivant. 

1.5.2.7. Théorème. — // existe, sur IpJ^^ ®re(o) ^{o), un isomorphisme canonique de Q;- 
faisceaux 

(Qi )tw.<, (00) ^ Twist^=.^ (00) (*F::,t ) 

vérifiant les propriétés suivantes 

(1) si x est un point géométrique de IfJ^^ et si x{oo) = {x{s))s est un système projectif de 
points de Jjî^mi^) ^"^ dessus d'un point x de Ifi^^, on a un isomorphisme 

{Twio^h,m,t{00))^ (27o^„ Xspec«(o) Spf DefJ')^. 
Par le théorème de changement de base lisse J^faisceaux des cycles évanescents sur 
-^To^m ^ Spec k;(o) Spf Def cst le faisccau constant On en déduit donc un isomorphisme 

fx{oo) ■■ *Fl*t ' ^'*')o(Qi)Twh,„,((oo)»- 

De même la donnée de x{oo), donne un isomorphisme 

Kioc) ■ *FL*t ' (Twist j=h^(^) -^p'^^iJa: 

et l'on a le diagramme commutatif 

(^'*^o(Qi)Tw,o.,,^,,(oo))x (Twist^=.^(^)(*^;;_J), 

iî^*,„(Qz)Tw,o,,,„..(oo). 

(2) l'action par correspondances d'un élément 

i9^'°,9o\9o) e {D^'T X GL,^h{Fo) x GU{F,) 
sur iî'^'r/o (Q/)tw7o h m t(oo) donne par l'isomorphisme de l'énoncé, une action par correspon- 
dances sur Twist j-=>, ((x>)(^Fo t) 3^* découle de l'action naturelle par correspondances d'un 
élément 
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^ sur le produit JT<^J^s) x Spf DefJ' où l'on rappelle que {goi<Jo,^o) & J^o agit diagonale- 
ment. 

DémonstraUon. Pour montrer que les correspondances de Hecke se décrivent comme indiqué 
au point (2), il suffit de travailler sur les germes aux points géométriques de Ifl^^ en remarquant 
que les diagrammes suivant sont commutatifs, cf. la proposition (1.4.3.3) : 



Fo,t' 



Fo,t ' 



,/(oo) 



iî^*,„(Q()Tw,„,, ,.(oo). 



^iî'*,„(QOTw,o.,,^,,(oo).,<. 



h,i 



E J'',m'(oo) 



-^(Twist^=. ,(oo)*F::,t')x,„,^, 



h,i 
F„,t ' 



/(oo) 



(Twist ^=;.^(^) *n,t)xi<. 



□ 



où 6o est un élément quelconque de D^f^ tel que (g^, ^o, Co) € et J°, 7°, m, m', sont comme 
au paragraphe (1.4.3), avec 

{9°°'",9oÀ9l,5o,<To)){xjo^^,{oo)) = a;/o,„(oo). 

1.5.2.8. Corollaire. — // existe un isomorphisme canonique 

^'*^o(Q/)î,„,^,,„(t) Twist_y-..^(^)(vl>^f_J 
qu'en tout point fermé x de IfJ^^, le diagramme suivant soit commutatif 

{R'^vAQih,o,^,,^it))^ > (Twist^=,.^(^)(*g)). 



Jx(c») 



h,i 
F„,t 



Id 



h,i 
Fo,t 



où les flèches verticales dépendent du choix d'un point fermé x{oo) de Jfl^^{oc) au dessus de x. En 

outre ces isomorphismes sont compatibles aux correspondances de Hecke associées aux éléments de 
[D^'")^ X GL(i-h{Fo) X GLh(Fo) x Wf„ de la manière suivante : si {g°°'° , gl* , go) sst un élément 
de (D^'°)^ X GLd-h{Fo) x GLh{Fo), qui induit donc, en particulier, une correspondance de Hecke 
[g] surlfJ^^, on a le diagramme commutatif suivant 



(a°°''',9t <9o,cro) 



{[g], (Frf s-o),)* Twist^-,.^,(^)(M/2.;:,,,) 



(^®)le résultat ne dépend pas du choix de 5o 
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OÙ l'action de {g°°'°,gl*,go>(^o) sur Twist j=h (oo)(^Fo,t) est précisée au point (2) du théorème 
précédent. 

Démonstration. — La démonstration découle directement du résultat précédent et de la propo- 
sition (1.4.3.4) notamment la description des correspondances de Hccke se montre comme dans 
la preuve du théorème ci-dessus. On peut toutefois en donner une preuve directe à partir de la 
proposition (1.4.3.7). D'après le théorème 4.1 de [4], pour tout entier r, on peut choisir un entier 
N, tel que deux morphismes de schéma formels sur Ô"'' 

Spf Deff [[Xi, • • • ,Xh]] SpîDeî'l 

qui coïncide sur Spf(DefJ' /(A^J')^)[[Xi, • • • induisent la même application sur les cycles 

évanescents du faisceau constant Z/FZ. De la proposition (1.4.3.7), on en déduit donc un mor- 
phisme 

/, : iî'*,„(Z//'-Z)5,,^^,^_^^^SpfDeff = *Ê ^ ff*^„(Z//'Z)^^ 
tel que pour tout point fermé a;(oo) de J/^''„(oo), le morphisme 

^ {R^^^^{Z/FZ)^X 

est le morphisme jx{oo)j c'est en particulier un isomorphisme. Ce dernier se descend en un isomor- 
phisme 

Twist 'f'P:^, vI/^^(Z//'-Z)^^^^^^^^(,) 

tel qu'en tout point fermé a;(oo) de JjZ^m^oo) au dessus d'un point x de IfJ^^, on ait le diagramme 
commutatif suivant 

(Twist^^.„.^(,) — (iî^*^^(Z/rZ)^^„^^^^^(,)). 

^h,i Ë s- 

où les flèches verticales déflnies plus haut, dépendent du choix de a;(oo). En travaillant au niveau 
des germes, on voit que ces isomorphismes sont compatibles lorsque r varie, de sorte que l'on peut 
les recoller en un isomorphisme vérifiant les propriétés de l'énoncé. 

□ 

1.5.3. Systèmes locaux d'Harris-Taylor. — Soit Tq une représentation admissible irréductible 

de D^f^. L'espace que l'on souhaite étudier est le {GLh(Fo) x T4Vo )-niodule 

0,h O O O 0^)i o 

ou de manière équivalente leur version avec un tilde, Up'^{To) qui désigne l'espace Up'^{To) muni 
de l'action tordue de GLh{Fo) x Wo par i-> *{go)~^. 

1.5.3.1. Définition. — Soit Tq une représentation irréductible de -Dq sa restriction à est 
une somme de représentations irréductibles 

et on notera e^^^ le nombre de celles ci. Etant donnée une représentation irréductible po de T^^ 
soient alors Tq et r,' des sous-représentations irréductibles de l'induite de V^f^ à D^f^ de po : 
d'après la réciprocité de Frobenius, ce sont exactement celles telles que leur restriction à 2?^^ 
contienne po. On en déduit alors que Tq et sont inertiellement équivalentes, i.e. — Tq ® 
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avec ■ S 1-^ r^v(dets) pQ^j. j, g On note €h l'ensemble des classes d'équivalences inertielles 
des représentations admissibles et irréductibles du groupe D^f^. 

1.5.3.2 — Pour tout Tq, on a un morphisme naturel de A/'o-modules : 

qui envoie / (g) u sur f{v). On note ^'^'^[ro] l'image de ce morphisme et soit ^[to] la préimage 
de *^;'[to] dans*^;;^. Le sous-module 'î'^''[to] ne dépend que de la classe d'équivalence inertielle 
de Tq. Le groupe étant compact, on a 

1.5.3.3 — Soit er„ le nombre de composantes irréductibles de {to)\j,x ; c'est aussi le nombre de 

I o,h 

caractère ^ : Z — > tels que Tq ~ Tq $5 o valo dct). Comme H^^ est dans le centre de -D^ ^, 
divise h. Soit A,-^ un ensemble d'éléments de -D^ ^ tel que les congruences des val(det(5) pour 
ô e forment un système de représentants de Z/er<,Z. On a alors le lemme suivant dont la 
preuve est claire. 

1.5.3.4- Lemme. — L'application 

où ^p'^[to]^ est l'espace 4'^'*[to] muni de la structure de Afg-module où {g,d,w) agit via 
{g,ô~^dô,w), est un isomorphisme de Afo-modules. 

1.5.3.5. Lemme. — Soit Tro,i système local sur Mf^ ^ associé à Tq et au revêtement d'Igusa 
de seconde espèce. On a alors un isomorphisme naturel de {D^'°)^ xGL4-h{Fo)'xGLh{Fo)xWF„- 
modules 

(Twist^=.^(^)(*g,))^^ (^.„,i®*Ê?o))''/^- 

Démonstration. — D'après le lemme précédent, on a 

Twist^=.^(^)(vl/^;;_J = Twist^=.^(^)(*^;;,Jr,]) 

et 

^ro.i ® *^:,i(To) ^ Twist^=.^(^)(*^f_Jr„]^) 

D'après le point (2) du théorème (L5.2.7), tous les Twist j=h (oo)i'^Fa ti'''o]^) sont isomorphes en 
tant que {D'^'°)^ x GLa^hiFo) x GLh{Fo) x W^o-modules, d'où le résultat. 

□ 

Remarque : Pour tout t ^ i' ^ oo, on a 

Twist^=.^(^)(*^;;_J = (Twist^=.^(^)(*^f^,, 

Twistj-..^(^)(*^;; Jto]) = (Twistj-..^(^)(vE'^;;_,,[To]))^-* 

où l'on rappelle que Ko,t = Ker(GL/,(C'o) — > GLh{Oo/Ml)). 

D'après le corollaire (L5.2.8) et le théorème (L5.2.7), on en déduit le résultat suivant. 
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1.5.3.6. Proposition. — (i) {R^^riai'QùxfJ' )^ est isomorphe à 

(ii) L'action de {D^'°)^ x GLh{Fo) x GLd-h{Fo) x sur lim XJ^^^ par les correspondances 
de Hecke, induit des morphismes {g°°'" x 5^ x 5^* x (Tq) : 

(pour m ^ m' et I^^J^ convenables) qui induisent par (i) le morphisme 

où ôo est un élément quelconque de £>^^ tel que {gg,ôo,(Jo) € Afo ^^''^ 
(m) on a 

R'%o{QihTJ>^^ ^ (Twist^=.^(^)(*g))i+-o"'M.(o„). 

1.5.3.7. Remarques. — (i) Les systèmes locaux Tt„,i ne sont pas irréductibles mais plutôt une 
somme directe de e^^ systèmes locaux irréductibles. La complexité de l'écriture du point (i), est la 
contre-partie de la simplicité de la description de l'action de GLd{Fo) x Wo qui tient au fait que 

l'on a fait apparaître Up ^(To) plutôt que Hom^x {po,'^'p^) qui est seulement une représentation 

'-' o,h '-' 

deNor\{GLh{Fo)x Dl^). 

(ii) Soit Z-^A^o/î^o /( l'isomorphisme défini par n 1-^ 11"^. On considère ainsi 

comme une représentation de 

{D^'T X GL,_,iFo) xZoude {D^^T x GL,.,iFo) x {D^^JV^^^) 
En vertu du lemme (1.5.2.1), on en déduit alors le corollaire suivant 

1.5.3.8. Corollaire. — On a un isomorphisme canonique 

tel que l'action de {g'^'°,go,9f,<^o) e (-0^'°)'' x GLh{Fo) x GLd-h{Fo) x Wp, sur la limite 
inductive indexée par les idéaux I = I°M^ du membre de gauche, induit l'action de 

(5°°'°,5o*,- val(det5^) - deg((7<,)) O ig^„,ao) 

sur la limite inductive du membre de droite. 

1.5.3.9. Définition. — On note J^ro '■= ^To,i ^P^^j^iFo) GLd{Fo) le faisceau sur Mf '^^ induit par 

On déduit du corollaire précédent la proposition suivante dont la proposition (II. 2. 9) nous 
permettra au paragraphe suivant de donner le cas Iwahori du théorème local. 



(^''''On rappelle que Mo est le noyau de (go,do,Co) € GLf^{Fo) x -D^^ x Wp^ 1-^ val(det goi'n(û!o)cl(co)) ë on 
peut par exemple prendre 5o = f^^^"^" val(det g^) ^ IIo /j est une uniformisante de Î^Ojh telle que Iljj ^ = zuo. 
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1.5.3.10. Proposition. — Soient 1 ^ Ig < d, tTq une représentation irréductible cuspidale de 
GLg{Fo) et H; une représentation de GLig{Fo). Pour 1 ^ î < Z et pour tout j, 

limiî^(M=^^,^jL-i(st,(.„)) ^CpJ^Ui^ Lg{-Ko) 
I 

est muni d'une action naturelle de {D'^'°)^ x Pig,d{Fo)°^ x Wo telle que {g°°'°,go x g^,Co) agisse 
via l'action naturelle de {g°°'° , — \Si\{àst{gg)) — deg(co)) G {D^'°)^ x Z et celle de {go,Co) sur 
H; (g) Lg[-Ko)- Cet espace, en tant que représentation de GLd{Fo) x Wq est alors de la forme 

^{\nà%t'^f;\ H; o ^(val(det)) ® ttç) ® Lg{wo o Ç(val(det))) 

où ^ décrit les caractères Z — > et ttj est une représentation de GLd-ig{Fo). 
Démonstration. — Le faisceau ^jL-i(sti(7ro)) étant induit à partir de ^jL-i(sti(7ro)),i ^ • 

I 

Ind';^/^;^^ limiî;^(M=^f 1, J-jL-i(st,(,„)),i ® ® Ui) ® Lgiwo) (1.5.3.3) 

tel que l'action de ((^o' ^o*)' ^o) € Pig^^{Fo)°'P x Wo sur le membre de droite de (1.5.3.3), soit 
donnée par l'action de (.gf , - val(det5^) - deg(co)) x (5^, Co) € GLd-ig{Fo) x Z x GLig{Fo) x Wo 
oh limiï^^(Mj;'^ J'^jL-i(st,(^„)) ® Cp^) (resp. Il; ® Lg{'Ko)) est vue comme un GLd-ig{Fo) x Z- 

module (resp. GLig{Fo) x VFo-module). Le résultat découle alors de l'écriture 

où ^ décrit les caractères Z — > Q; et oii ttç est une représentation de GLd-ig{Fo), à priori 
réductible. 

□ 



1.6. Equations formelles des variétés d'Igusa de seconde espèce 

On propose de donner au niveau des complétés formels des équations explicites du revêtement 
d'Igusa de seconde espèce, qui fournissent les systèmes locaux associés à une représentation 
irréductible Tq de D^^. 

1.6.1. Lemme. — Soit z un point géométrique de M^a ^ avec h' > h. Le revêtement Jji!^Q — > 
-^/°^so donne au dessus du complété formel Defg de Mj„ en z, une extension 

Defo ' Jo ' ' {s) 
qui provient d'une extension Defg — > Jq '"''(s) ; i-C- Jq '~^{s) est isomorphe à 

-rh' : — h / \ A -rx rh',d—h';—h 

Jo {s)®j^^fH':=H Defo 
où l'on rappelle que Def ^''''"'''■=^ = Def^''=''[[w;î, • • • 

Démonstration. — Par définition des variétés d'Igusa de seconde espèce (cf. le paragraphe (1.4.1)), 

l'extension Detg ^ Jq '"''(■s) est donnée par la rigidification à l'ordre s de la partie 

connexe du Oo-modulc de Dieudonnc universel sur DcÎq ''^ Le résultat découle alors de la 

forme de ce Oo-module de Dieudonné sur Defg "'^^^ donnée à la proposition (9.9.1) de [5]. 

□ 
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1.6.0.11 — Soit alors z un point gcomctrique de Mji^^ avec h' > h. Le complété de l'anneau local 

de M'ia g en z est Def q 



h A — h -.h 



Vlei^^^-^^wu--- ,Wi-h'\] avec DefJ ^ [[a,,, • • • , a^._i]]. 



h'\h 



L'ouvert correspondant à Mfa ^ est 



Def: 



h' ,d—h' ;—h 



Deî'^''-''[[wu--- ,Wd-h']] 



avecDefQ ' ~ Ô^^{{afi))[[ah+i, ■ ■ ■ , ah'-i]]- D'après le lemme précédent, l'extension Defo ' ^ 

Jq '~'^{s) est donnée par l'équation 



t'^ o a = ao {a^T^ 



modulo t''+'" 



avec a = J^iLo^ "^o non nul. On obtient alors le système suivant 



ah 



p , p 



_^ = aoay-i + aia'f^,_^ H h ah'-h-idh 



„h'-h-l 



P 

= ao+ Q!ia^,_i + • • • + Uh'-hal 

h m-h' + h m-1 

l. = am-h'+h + (Xm-h'+h+iah'-i "1 1" «ma/j 

On peut effectuer le changement de variable U = ait^^ pour i > avec to = ao. Le système 
précédent s'écrit alors 
-1 

= Uh 



''1 



ah 

i—p^ 



^2 ~t2= ah+2tQ 



ih'-h-l ~ ih'-h-l — ah'-lt, 



''h' 



h' -h 



h'-h-l 



„'>'+l 



Y 



th'-h+i - th'-h+i = iiiQ + l^k=i th>-h+i-k[ah+kto 



— tg — tg^h'+hio '' + X]fe=i" ts-k{ah+ktl ^ Y 

Pour i ^ h' — h (rcsp. i ^ h' — h), on peut éliminer dans le membre de droite de l'équation dont 
le membre de gauche est — U, les termes ^ ah+k pour k < i (resp. l^k^h' — h— let 
t\~^ ) ; on obtient alors le système suivant : 



'-() 



ah 



^.P + _ A-P 
ti — Il — a/i+iîo 



^2 ~ ^2 — a/»+2io 



+ r2 



th'-h-i ~ th'-h-\ = ah'-ito 
- th'-h = ^0 + ''fc'-ft 

, ~ ts — fs 

avec rj e Fq[[fi, • • • , ti-i]] pour 1 ^ i < s définis par les relations suivantes : 
- n = et pour 2 ^i^h' -h,ri = YX^i U-kitl -tk- TkY' '' ; 
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pour i > h' - h, ri = Efc=~i'* ti-k{tf -tk- rkY' • 
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GROUPES DE COHOMOLOGIE DU MODÈLE LOCAL : CAS 

IWAHORI 



Introduction 

0.1. — On commence par des rappels sur les induites paraboliques d'après [24]. Les paraboliques 
que l'on considère sont les paraboliques opposés aux paraboliques standards. On s'intéresse tout 
particulièrement aux représentations elliptiques, d'après une terminologie de Dat, i.e. aux sous- 
quotients irréductibles de l'induite normalisée du parabolique -Pg,2g,- - ,sg(-^o) ^ GLsg{Fo), 

s-1 /l-^N 

oiî -Ko est une représentation irréductible cuspidale de GLg{Fo), celles-ci seront dites de type tto- 
Ainsi on notera [s — 1]^,, (resp. [s— IJtto) l'unique quotient (resp. sous-espace) irréductible de 

cette induite, note plus habituellement St., (tTo) (resp. Speli,(7ro)). On rappelle que d'après [24], 
ces sous-quotients irréductibles sont paramétrés par les orientations F* du graphe linéaire complet 
à s sommets 

r:o2 _o--- — 2 

Étant données deux représentations tti et tt2, elliptiques de type tTq, de respectivement GLs^g{Fo) 
et GLs2g{Fo), les induites normalisées du parabolique P"^^ (^g^^g^^giFo) à GL|^g^_^^g^•^g{Fo), 

7ri( ^ ) X 7r2( ^ ) et 7ri( ^ ) x 7r2( ^ ) 

sont de longueur 2, chacun des constituant étant une représentation elliptique de type ttq, dont 
l'orientation de r*i+*2 gg^ ^j^g (jgg dgux qui prolonge celle du graphe partiellement orienté obtenu 
par la concaténation du graphe de tti avec celui de 772 (resp. du graphe de 7r2 avec celui de tti) 

1 : o < o • • • — > o < y o — > o • • • o 



pS2 psi 

(resp. : o < — o • • • ^ o < > o ^ o • • • o) 

On notera alors ces induites sous la forme tti x tx^ (resp. tti x 772). Ces notations sont compatibles 
au calcul des foncteurs de Jacquet pour les paraboliques opposés au paraboliques standards tandis 
qu'elles sont inversement orientées pour les foncteurs de Jacquet pour les paraboliques standards, 
cf. §11.1.2. 

0.2. — On donne ensuite une preuve, théorème (II. 2. 5), de (IV. 3. 1.1) pour les représentations 
qui ont des vecteurs invariants sous le sous-groupe d'Iwahori standard Iwq, i.e. les représentations 
elliptiques de type Iq. Par un argument d'accouplement cohomologique, proposition (II. 2. 2), on 
obtient le résultat pour les représentations elliptiques de type ^o-, où (,0 est un caractère de i^i)'^ ■ 
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Pour prouver le cas Iwahori, on utilise que Deff^ := (DcfJ^)^™" " muni de son morphisme 
structurel, est semi-stable (cf. la proposition (II. 2. 3)) et possède une interprétation modulaire très 
simple en termes de drapeaux (cf. (II. 2. 4)). On dispose alors d'une description explicite du com- 
plexe des cycles évanescents associé, rappelée au théorème (II. 2. 6), et on en déduit en particulier 
au corollaire (II. 2. 7) que pour toute représentation irréductible Tq de ^, (Î'^'*(to))^^° est un 
Q;-espace vectoriel de dimension le coefficient binomial qui est pur de poids 2i. Le reste de 

la preuve est alors purement combinatoire à partir de la proposition (II. 2. 9). 

II. 1. Rappels sur les représentations de GL^{Fo) 

Tous les énoncés ainsi que leur preuve peuvent être trouvés dans [24]. 

II. 1.1. Induites paraboliques. — 

II. 1.1.1. Définition. — Pour une suite < ri < r2 < • • • < rj, = d, on note Pn^r-s,- - ,rk le sous- 
groupe parabolique de GLd standard associé au sous-groupe de Lcvi GLr^ {Fq) x GLr^-n [Fo) x • • • x 
GLr^-rk-i{Fo) et soit P°^^...^rk le parabolique opposé dont on note N°^^...^rk le radical unipotent. 

II. 1.1. 2 — Soient tti et 7r2 des représentations de respectivement GLn^{Fo) et GLn^{Fo) ; on note 
selon la coutume, tti x 7r2 l'induite parabolique 

TTi X 772 := Indpo';"^+"=^f;\ 7ri(-n2/2) 7r2(ni/2) 
Remarque : Le symbole x est associatif, i.e. tti x (7r2 x tts) = (tti x 7^2) x tts que l'on notera donc 

TTl X 7r2 X TTs- 

II. 1.1. 3. Définitions. — Soit g un diviseur de d = sg et -Kq une représentation cuspidale 
irréductible de GLg{Fo) : 

- les sous- quotients irréductibles de 

V{-Ko, s) := T^oC-^) X ^o{^-^) X • • • X 7ro(^-y^) 

seront dits elliptiques de type tto ; 

- V{7ro,s) possède un unique quotient (resp. sous-espace) irréductible que Von notera 

[s - IJtto {resp. [s - 1]^J; 

c'est une représentation de Steinberg (resp. de Speh) généralisée notée habituellement Sts(7ro) 
(resp. Spcli^(7ro) ; 

- pour TTl et TT2 des représentations respectivement de GLi^g{Fo) et GLi.^g[Fo), on notera 

TTl X TT2 {resp. TTl X TT2) 

l'induite parabolique -^^{h/'^) x 7i'2(— ^i/2) (resp. 7ri(— /2/2) x ■ïï2{Ii/2)). 

La propriété habituelle de transitivité des induites paraboliques donne le lemme suivant. 

II. 1.1. 4. Lemme. — Pour {iTi)i^i^3 des représentations de GLi.g{Fo), on a les égalités suiv- 
antes : 

(tTi x 772^ ^ TT^ x 
(tTi X7r2)Xg7r3 = TTl X (7r2 X TTs) 
(tti x 7r2)Xg7r3 = TTl X (772 X TTs) 

En outre si tti et 772 sont elliptiques de type tto, il en est de même de 1^1X^2 et donc de ■ïïiX'ïï2. 
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Remarque : Pour tti, ■K2 et 773 des représentations elliptiques de type ttq, on a aussi 

TTl"? (7r2 VtTs) = 7r2V(7ri X^TTa) 

En effet d'après [24], on a tti x 772 — 772 x tti si les supports cuspidaux de tti et 1^2 sont disjoints 

II. 1.1. 5. Proposition- Définition. — Pour g un diviseur de d = sg et tTq une représentation 
irréductible cuspidale de GLg(Fo), on a pour 1 ^ l ^ s : 

- [l — ll-Ka X [s — Z — IJtto (resp. [l — x[s — l — ll-^o) est de longueur 2 ; on notera 

[l-l,s-l]^^ {resp. [ l , s - l - 
son unique sous-espace irréductible, et 

[l ,s — l — l],ro {resp. [l — i,s — Z],r„) 

son unique quotient irréductible; 

- par dualité [l — x[s — l — l],r<, (resp. [l — l],ro x [s — Z — Ij^o) est de longueur 2 avec 

[s-l-1, l {resp. [s -1,1- 1]„J 

pour unique sous-espace irréductible et 

[s — 1,1 — IJtto {resp. [s — l — 1, l ],ro) 

pour unique quotient irréductible ; 

- on notera [ttJ (resp. \'ïï\) l'unique, s'il existe, sous-espace (resp. quotient) irréductible deir. 
Pour TTi et 712 des représentations irréductibles elliptiques de type tTq, tti x 7r2 et tti x 7r2 ont 
un unique sous-espace et un unique quotient irréductible et on a : 

lTriX7r2] = L7r2^V<J^ 
Pour 773 une troisième représentation irréductible elliptique de type tto, on a 

[[7ri">?7r2j x^TTsJ = [7ri">?[7r2 x*7r3jj = [7ri'?7r2'?7r3j 



\\tti x ^^2^ x tts] = [tti x [tts x TTg]] = [tti x 7r2 x TTa] 

- Soient r ^ 1 ei F* = {oi, ei)i^i^r tel que les a» sont des entiers strictement positifs avec 
s — 1 = ai + • • • + Or et Ci = ±1 ; on notera F* sous la forme (aï, • • • , ô^) où pour tout i 
la flèche au dessus de a» est 'al (resp. al) si Ci = —1 (resp. Cj = 1). On associe à F* un 
sous-quotient irréductible [F*] de V{s,'ïïo) que l'on note aussi sous la forme [aï,-- - ,â^]7r„. 
On convient par ailleurs des égalités suivantes : 

[• • • : «^7 & , • • • Itto = [• • • , a + 6, • • • [■■■ ,'a, 6 , • • • = [• • • , a + 6, • • • 

D'après [24], on obtient alors une bijection, modulo les identifications ci-dessus, entre les 
sous-quotients irréductibles de V{s,tto) et l'ensemble des [F*] telle que l'on ait les relations 
suivantes : 

[[•■■> ^Ô^l^o X [ & , • • • It^J = [• • • , V, 1 , 6 , • • • 

[[■■■) ^ô^l^o'x [ 6 , • • • = [• • • , 6 , 1 , V, • • • 
[[•••> *â*]7r„'x [ 6 , • • • = [• • • , 6 , 1 , V, • • • 
où désigne arbitrairement *c ou~c. 



('^^En fait loc. cit. donne un critère plus précis; dans le cas où tti et ■K2 sont irréductibles, il faut et il suffit que 
leurs supports cuspidaux ne soient pas liés. 
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II. 1.1. 6. Remarque. — Dans [24], (aï, • • • , ô^) est représenté sous la forme 

s-l 1— s 

o 2 < O • • • O < • • • O — > O 2 

OÙ les fli premières flèches vont dans le sens de la flèche au dessus de ai, les a2 suivantes dans le 
sens de la flèche au dessus de 02 ... Ainsi graphiquement on a 



(resp. [r^']V[r^=^] : b < — o---^6< — , •STT^— 5) 



Exemples : la représentation cuspidale irréductible ttq de GLg{Fo) étant fixé, avec nos notations, 
on a : 

s s 

^ /— ^ — . ^ — ^ 

S s 

[s - = L[ ■■■x[0 = [[ • • • 

= \[s-i-i]^^x[t^i]^j = i[7^i]^^x[t^]^j 

Notation : Dans la suite [s — 1]^^ désignera une représentation elliptique quelconque de type tTo 
de GL,g{Fo). 

II. 1.2. Foncteur de Jacquet. — Soit P = MN un parabolique de GL^ de Lévi M et de 
radical unipotent A''. 

II. 1.2.1. Définition. — Pour tt une représentation admissible de GLd{Fo), l'espace des vecteurs 
-A/'(Fo)-coinvariants est stable sous l'action de M{Fo) P{Fo)/N{Fo). On notera Jjv(7r) cette 
représentation tordue par Sp^^^. 

II. 1.2.2. Lemme. — Soit g un diviseur de d = sg etiïo une représentation irréductible cuspidale 
de GLg{Fo). Pour 1 ^ h ^ d, le foncteur de Jacquet vérifie les propriétés suivantes : 

- si g ne divise pas h, alors 

- si h = Ig alors 





1].J = [' 


-l]7ro((s- 


-0/2) ® 


[s - l - l]^„(_i/2) 

¥ 




- i].J = 


> 

< 


-s)/2) 


'[s-l - l]7ro(V2) 




- i].J - 




-s)/2) ® 


[s-l - l]^„(i/2) 


Jm"" {[s — 


= [' 




-0/2) <H) 


[s-l - l],ro(-V2) 



Démonstration. — soit F = (ûj, ei)i^i^r, les résultats découlent alors des propriétés suivantes que 
l'on trouve dans [24] : 

- Jn"''^ ([r^]) est de la forme no{^-^+cr{0))(^- ■ ■ 7ro(-!^+cr(s — 1)) où a est une permutation 
de l'ensemble {0, • • • , s — 1} soumise à la règle suivante : soit 1 ^ i < r avec Cj = 1 (resp. = — 1) : 
pour tout ai H hcti-i < r < r' ^ ai H ha, alors cr~^{r) < a~^{r') (resp. cr~-^(r) > a~^{r')). 

(2) 



Autrement dit a est compatible aux orientations des flèches. 
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- en ce qui concerne JjVg 2g ([F*]) la règle est inversée, i.e. cr ^{r) > a ^(r') (resp. cr ^(r) < 
a-\r')). 

□ 

II. 2. Preuve du cas Iwahori 

On rappelle le lemme suivant : 
//. 2. 1 . Lemme. — Pour tout caractère if) : Z — > , on a un isomorphisme 

Up^{To ^ {ip o val o dot)) ~ Up^{To) (E) {ip o dd) 
où dd : (5, cr) G GLd{Fo) x Wp, — >■ - val(ciet g) - àeg{a) G Z. 

Le but est alors d'étendre le lemme précédent en la proposition suivante : 
II. 2. 2. Proposition. — Pour tout caractère rjo de , on a 

UpI\to o rjo) i^il^To) ivo O î7o o cl"^) 
en tant que {GLd{Fo) ® Wo)-module. 

Démonstration. — L' isomorphisme de l'énoncé découle d'un accouplement cohomologique que 
l'on va expliciter dans les lignes qui suivent. On considère la catcgoric des faisceaux en Q(-modulcs 
sur les espaces considérés. Soit Xn l'espace rigide analytique associé au schéma formel Spf Def^ 
sur Ô"'" muni de la topologie étale de Berkovich (cf. [3]) ; on note en particulier Xg (resp. X^) sa 
fibre spéciale (resp. générique). Dans loc. cit., l'auteur construit le foncteur des cycles évanescents 
î",; tel que pour tout faisceau T sur X„, iî*'3f,,(jF) est le faisceau associé au préfaisceau qui à une 
extension étale OTg Xg associe le Q^-espace vectoriel de dimension finie iî'(9T^,^). 
Ainsi pour tous faisceaux J^i et J^2, on a une flèche : 

En outre étant donné un élément de Mo, la correspondance (ci, C2) associée fournit 

cllf-^^iT) — y R^'iiniclT) — > iî°*^(c2J^) — > c^iî"*,/^) 
compatible avec T^, c'est à dire que le diagramme suivant est commutatif : 

cîiîO*^(^i) ® cîE°*^(J-2) ^ clR°^n{:Fi ® T^) 

4iî0*^(jri) ® 4iî0*^(^2) ^ 4iî°*r,(^i ^2) 

D'après, par exemple, [7] théorème II 6.2, on en déduit pour tout i > 0, des flèches 

T : R'^^Mx) % R'^^Ml) R'^^Ml) 

qui, d'après la commutativité du diagramme ci-dessus et l'unicité des flèches T', sont compatibles 

à l'action de Mo, i-e. T^(ns\,ns-2) = nT'^{si, S2) pour tout n G Mq. 
On fixe s G R'^'i>n{Qi) et on considère l'application 

:ff*^(.F)^ff*^(.F) 

définie par T^{t) =T''{s,t). Pour tout on vérifie aisément que T° est un isomorphisme, de sorte 
que d'après loc. cit. théorème 6.2 (c), qui n'est autre qu'une application du lemme des cinq, 
est un isomorphisme pour tout J^. On note encore T' l'application 



54 



CHAPITRE II. CAS IWAHORI 



En notant iî''^'^(Q() les cycles évanescents sur Spf Def^, et Up'^ la représentation de x x Wq 
associée, on rappelle que l'on a 

La restriction de à 

est d'après ce qui précède un isomorphisme qui fournit l'isomorphisme de l'énoncé. 

□ 

II. 2. 3. Proposition. — L'anneau Def^ est muni d'une action de GLd{Oo/ M.'^) et on définit 

Deff,:= (Def^)iwo/if„,n 

où Iwo est le sous-groupe d'Iwahori standard, i.e. l'ensemble des matrices de GLd{Oo) triangulaires 
supérieures m,odulo A4 o- L'anneau ainsi défini ne dépend pas de l'entier n > choisi, il est régulier 
et semi-stable sur Ô^^' , i.e. il existe des coordonnées ai, ■ ■ ■ ,ad tels que Def^^ ~ Fp[[ai, • • • , ad]] 
et l'image de tto par le morphisme structural Ô"'" ~ If'p[[7''o]] — > Def^j est égale à HiLi '^i- 

Démonstration. — L'indépendance de la définition de Def^^ relativement à d, découle simplement 
du fait que Ko,n est un sous-groupe distingué de Iwq pour tout n > 0. Ainsi on a Deffj = 

(Def^)i^° /^"-^ où Iwo /Ko,i est isomorphe au sous-groupe des matrices triangulaires supérieures de 
GLd{K{o)). On rappelle en outre que Defp ^ Def^ représente le foncteur des structures de niveau 
1 sur le Oo-module formel universel sur Def ^ = ¥p 

[[ao,--- , flrf-i]] à savoir r'^ + Od-ir'^ hao 

oîi T = x'' ; la structure de niveau universelle sur Def est donnée par une application F^-linéaire 
io,i • ¥q ^ Def]^ avec Lq Aid) = a} €Deii où (ci) i^i^d est la base canonique de qui vérifient 
la condition de Drinfeld 

d 

T'' + ad-iT''-^ + --- + ao= n 

(M)l^^<^deK.io)^' i=i 

Par ailleurs, on a Def^ ~ Fp[[a}, • • • , a^]], l'action de M G GLd{K{o)) étant donnée par la multi- 
plication à droite de sur F^. L'orbite sous l'action du Borel standard de GLd{¥q) de la base 
canonique de F^ est le drapeau complet 

(0) C Vect(ei) C Vect(ei, es) C • • • C Vect(ei, • • • , e^) = F^ 

Ainsi l'inclusion Defg ^ Deffj représente le foncteur des "drapeaux complets" du noyau S(j[7ro] 
de la multiplication par tTo du Oo-module formel universel sur Detp, i.e. 

(0) C Gi C G2 C • • • C = E[wo] 

où les Gi sont des sous-Fg-modules de S[7ro] de rang i. En posant 

Pi{X)= Il (A-^A,ai), 

dans Defï[A],onaPi(X) = {X^ + ai)o Pi_i{X) et donc {T + ad)o- ■ ■o{T + ai) = t'' Od-ir'^''^ + 

l-ao- En outre la donnée des ai définit complètement les Gi de sorte que Deff^ ~ Fp[[ai, • • • , ad]] 

avec en particulier ao = tto = HiLi '^i- 

□ 

II. 2. 4- Corollaire. — L 'mc/wsion Def q ^ Def représente le foncteur des "drapeaux complets" 
du noyau Yidif^o] de la multiplication pariVo du Oo-module formel swr Detp, i.e. la donnée de sous- 
¥q-modules de rang i, Gi telles que (0) C Gi C G2 C • • • C G^ = I]£i[7ro]. Il existe alors des 
indéterminées ai pour 1 < i < tels que Deff^ ~ Fp[[ai, • • • , a^]] avec 

{T-\-ad)o---o{T + ai) = T'^ -\- ad-ir"^"^ H h ao. 
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II. 2. 5. Théorème. — Pour tout < d, on a 

Ui'iilo) ^ (î,d-i-i]x^ |cl|-' 
et pour g ^ 1 un diviseur de d= sg et tto une représentation cuspidale de GLg{Fo), on a 

(Z$(JL-'([^].J)'"° = (0) 
où Iwo désigne VIwahori standard de GLd{Oo)- 

Démonstration. — On raisonne par récurrence sur d; on suppose donc le résultat acquis pour 
tout h ^ d ce qui est vérifié pour h = 1. Commençons par rappeler un résultat sur les cycles 
évanescents sur un schéma semi-stable. 

II. 2. 6. Théorème. — (cf. [\7]) Soit X — > S = SpccOo un schéma semi- stable, i.e. tel que 
localement pour la topologie étale Ox est de la forme Oo\ti,--- ,td\/{'ïïo — IliLi ^i) / notant 
comme d'habitude le foncteur des cycles proches, on a 

d 

R'^r^Mi) - 0(Qi)x„y(Qi diagonal){-l) 
avec Xi^s localement défini par ti = dans la fibre spéciale Xg de X. 

II. 2.7. Corollaire. — Pour tout ^ i < d et toute représentation irréductible admissible Tq de 
^od' est un Qi-espace vectoriel de dimension le coefficient binomial {^^i) qui est pur 

de poids 2i. 

Démonstration. — En effet avec les notations du théorème précédent, en tout point géométrique 
z de Xs, les germes de R'^rioiQôz sont purs de poids 2i, poids indépendant du relèvement choisi 
pour le Probenius. On applique le théorème avec 

X = Spec(Fp[ai, • • • , ad]) — > SpecFp[7ro], 

l'image de ttq étant donnée par le produit des a^. Le théorème de comparaison de Berkovich donne 
alors que le i-ème faisceau des cycles évanescents ^f^* de Spf Def^j est pur de poids 2i. En outre 
en notant n^^st '■ Spf Def^ — > Spf Def^^, le faisceau constant Qi^st,rio fibre générique de 

l'espace analytique Spf Deff^ est isomorphe à irn-^st,r]o,*Qi,n,rio avec des notations évidentes. On a 

.n.rjo ) 

soit donc 

Or comme les fibres spéciales sont réduites à un point, on obtient que 

- {"^fj^", d'où le 

résultat. 

□ 

II.2.8. Lemme. — (cf. [24]) L'espace des invariants sous VIwahori standard de 

[h-l,d-h]i^ 
est de dimension le coefficient binomial (^Z^) • 

Démonstration. — D'après un argument classique (cf. par exemple [5] lemme 4.7), cette dimension 
est égale au nombre de fois que Jjv<j([ h ,d—h—i]\^) contient la représentation triviale du tore 
maximal de GLd{Fo), où Nd est le sous-groupe unipotcnt maximal du Borel standard et J est 
le foncteur de Jacquet. Or d'après [24], JN^{[h ,d — h — l]i„) est la représentation triviale avec 
la multiplicité égale au cardinal de A+, le sous-ensemble de l'ensemble des permutations, cf. la 
remarque (II. 1.1. 6), de {1, • • • , d} telles que X{i) < X{i + 1) pour tout 1 < i ^ /i et X{i) > X{i + 1) 
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pour tout h ^ i ^ d. Le cardinal de A+ est alors ([jl}) ; en effet une fois choisi h — 1 entiers 
distincts entre 2 et d, on les classe par ordre décroissant, ai ^ • • • > a^-i ; on classe de même par 
ordre croissant le complémentaire /3i < • • • < Pd-h et on pose A(i) = Qj pour 1 ^ i < h, X{h) = 1, 
X{h + i) = Pi pour 1 ^ i ^ d — h. On vérifie aisément que l'on définit bien ainsi une bijection sur 
A+. 

□ 

II. 2. 0.3 — On commence dans un premier temps par traquer les sous-quotients irréductibles de 

n - Ind^tf£°;(| - \^'-'^^' X ... X I - 

i.e. les représentations elliptiques de type Iq- On raisonne par récurrence, le cas d = 1 correspondant 

à la théorie de Lubin-Tate. 

II. 2. 9. Proposition. — Les représentations elliptiques de type Iq de 

lim {Mfl , R^^n. (Q;)) = lnd%'l^°] lim {Ufl,^, W^^^ (Q,)) 
I I 



sont, avec les notations du ^11. 1.1, de la forme [t,i,h — i — i,d— h — t]i^ (g) |cl| ' * avec < 
t ^ d — h ; plus précisément pour t = (resp. t = d — h, resp. < t < d — h) on obtient 



[i ,/i-i-l]i„x[rf-/i-l]i„ 



{resp. [i ,h — i — i]i^ x[d — h — 



resp. {[i ,h-i- x[d-h-t- l]i^) x[t- l]i„) 
où par exemple l'unique quotient est de la forme 



[i ,h — i,d — h — l]i^ 



{resp. [d — h — 1, 1, i , h — i — 

< > — > < — > < > 

resp. [t — 1, 1, i ,h ~ i,d — h — t — 

Par cela on entend tout d'abord que dans le groupe de Grothendieck correspondant, les 2 ou 4 
représentations en question apparaissent simultanément; ensuite de manière plus précise, les in- 
duites de l'énoncé apparaissent comme sous- espace et comme quotient (quitte à changer les flèches 

non précisées) . 

Démonstration. — Elle est similaire à celle de la proposition (1.5.3.10). Soit un caractère (non 
ramifié) de . D'après l'hypothèse de récurrence on a 

ZY^;^(Co) ^ (ï, h-i- ® Ço(-z) 

en tant que représentation de GLh{Fo) x Wg. Les représentations elliptiques de type Iq s'obtiennent 
exclusivement comme sous-quotient des induites normalisées 

n-Ind^f,f^°Vr x...x|-r 

avec {il, - ■ ■ , ij,} = {-^-^t • • • : ^y^} ou encore avec des induites non normalisées comme les sous- 
quotients de 

T„jGL<i(Fo) I _ |ii + (l-ci)/2 ^ . . . ^ I _ |i<i-F(d-l)/2 
Il II 

Dans le groupe de Grothendieck des représentations admissibles de GLd-h(Fo) x Z, on découpe 
limH^{Mj^^^, !F^^) suivant les caractères Xo de Z et ensuite suivant les supports cuspidaux pour 

GLd-h{Fo) ce qui s'écrit J^no xo 'îo^Xo où rio (resp. Xo) décrit les Q;-représentations irréductibles 



Le cas d = 2 est prouvé dans [8] . 
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de GLd-h{Fo) (resp. Z). On en déduit alors que pour < i < /i - 1, limHl{Mf^^^, R'^rioiQô) est 
de la forme 

J2 lnà%'l^lU(i, /i-i-ik^xo Vo) ^ (6Xo)(-i) 

En ce qui concerne les représentations elliptiques de type Iq, on considère les Xo de la forme 
^~^(— f), ce qui donne avec les notations ci-dessus ii = —t,--- ,ih = — h + 1 — t, d'où le 
résultat. 

Si on ne veut plus simplement raisonner dans le groupe de Grothendieck, on choisit r]o 'E) Xo 
un sous-espace (resp. un quotient) irréductible du groupe de cohomologie précédent. Le reste du 
raisonnement est alors identique. 

□ 

II. 2. 0.4 — On globalise Stoo <8) Sto en une représentation automorphe II de telle qu'il existe 
deux places distinctes de 00, o et des places de ramification Bad de D, pour lesquelles la composante 
locale de II est cuspidale; pour l'existence d'une telle globalisation cf. par exemple [1]. D'après 
le théorème (14.12) de [19], la composante isotypique iî^^[n°°] est nulle pour i ^ d — 1 et pour 
i = d — 1 elle est isomorphe, en tant que représentation du groupe de Wcil-Dcligne local en o, à 
Sp(d)®|cl|(i-'')/2 oùSpd est la représentation spéciale i.e. Sp(d) = Q;((l-d)/2)©- • •©Q;(((i-l)/2) 
en tant que représentation de Wq avec l'action de la monodromie donnée par N : Q;(A;/2) ~ 

Q;(fc/2+l). W 

11. 2. 10. Proposition. — Pour tout < d, [d — l]i^ (g) |cl|~* est un sous-quotient de 

I 

Démonstration. — On utilise simplement que pour un schéma à réduction semi-stable, la filtration 
aboutissement de la suite spectrale des cycles cvanescents coïncide avec la filtration des noyaux (cf. 
[17]) ; le résultat découle alors directement de la description de la cohomologie générique donnée 
dans [19]. 

□ 

11. 2. 11. Lemme. — Soit ho le plus grand (s'il existe) < h ^ d tel qu'il existe t,j pour lesquels 

(T,T,d-h-i- l,h-t]i^ O |cl|"'"* 

est un sous-quotient de lim W^{M^^^~'^ , R*^! Alors pour tout h' > ho, 

I 

ft, T, - /lo - i - 1, /lo - i]io O |cl|~'~* 
n'est pas un sous-quotient de lim/f^'+^(M=|^"'*', iî'*^^(Q;))[n°°]. 

Démonstration. — Si tti^ ® |cl|~*~* est un sous-quotient de 

lim Hi+^ {M=^;^' , R'^n. (Q; )) [H^] 

pour TTi^ une représentation elliptique de type lo, pour h' > ho alors pour des raisons de poids tti^ 
est, d'après la proposition (II. 2. 9) de la forme ft*, i ,d — h' — i — l,h' — t]i^. On conclut alors 
par la maximalité de ho. 

□ 



f^^Dans le contexte de [14], ce résultat est prouvé dans [23]. 
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11. 2. 12. Lemme. — Pour tout h' < h et tout ^t < h (resp. t = h), 

(T, ,d - h - i - l,'c(,h - t - a\i^ (g) |cl|~'~*, 

{resp. fh, ^ ,d-h-i- O |cl|~^~'), 
pour < a ^ h — t, n'est pas un sous-quotient de 

lim (M=|;''' , R'^n. (Qi)) [n-] . 

I 

Démonstration. — En effet d'après la proposition (II. 2. 9), les représentations elliptiques de type 
lo de poids 2{i + 1) de liinif^-i(M=^-''', iî^*^„(Q,))[n°°], pour O^t^h', sont de la forme 

fT,'T,d-h' -i-i,h' -t]i^ 

de sorte qu'en numérotant comme d'habitude les sommets du graphe T'^ de à on a 

toujours 

d-l-2(t + d-h-l) d—l-2(t + d-h) 

...» 2 > « 2 

alors que dans [ t , /i — z— 1, Q!,/i — t — q;]i^ cette flèche est orientée dans l'autre sens car 

a > (pour t = h un simple argument de poids sufHt). 

□ 

La proposition suivante montre que dans (II. 2. 9), on doit avoir t = 0. 

11. 2. 13. Proposition. — Pour i> Q fixé et pour tout j , t > et h ^ 0, 

< — > < — > < s- 

[ t , i , d — h — i — 1, h — t]i^ 

n'est pas un sous-quotient de limHi{Mf:^~'^,R''^rio{Qi))[^°°]- 

I 

Démonstration. — On raisonne par l'absurde ; soit donc fto le plus grand, l'idée est de montrer 
que cette représentation se retrouverait, à travers la suite spectrale de stratification et celle des 

cycles cvancscents dans la cohomologie de la fibre générique ce qui n'est pas d'après [19]. 
La suite spectrale associée à la stratification de la fibre spéciale Mj_s„ '■ 

le fait que H'^{Alf ^ , iî*\I',,^(Q;)) soit de poids 2z, la proposition (II.2.9), et les deux lemmes 
précédents, montrent que pour < t < ho (resp. t = ha) et tout r ^ 1, 

■Ko := [t - ,T ,d- ho - i - i, T, ho - (g) |cl|"'"* 

(resp. TTo := [ho - 1, T, T, d - ho - i - i]i„ ® Icll"*"*) 
est un sous-quotient de (lim£;^«'^-''»(/, i))[n°°]. 

Montrons que pour tout fc > 2, il n'existe pas de j et h tels que tTq® |cl|~'^* soit un sous-quotient 
de limif^+'=(M=|-'*,iî*+i-'=*^„(Q;))[n~]. D'après la proposition (II.2.9), une représentation el- 
I 

liptique de type Iq de cette dernière représentation de poids 2{i-\-t), est de la forme 

[1 + fc - i, + d-h-i-\-k-2, h - t - k -\- 

en particulier on doit avoir d— h — i-\-k — 2^d — ho — i — 1 soit /i > /iq + — 1 ce qui contredit 
la maximalité de ho- 



(^)En fait c'est un quotient. 
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De même pour tout /c ^ 2, il n'existe pas de j, h tels que tTq (g) |cl| * * soit un sous-quotient 
de limiî^-'=(M=^-'',iî*+'=-i*^„(Q;))[n~]. En effet pour /i > 0, un tel sous-quotient elliptique de 

type lo de poids 2{i + 1) de cet espace, est de la forme 

(t - k + i,ï + k - l,d - h - i + k - 2,h - t + k - 

de sorte que i + k — 1 ^i, contradiction. Pour h = 0, pour des raisons de poids, il faut t = j — 1; 
le résultat découle alors du lemme suivant. 

II. 2. 14- Lemme. — La dimension des invariants sous Iw» de 

Y, T, d-h-i-i, /i- j + 

est strictement supérieure à {^^^2) ■ 

Démonstration. — On procède comme rappelé au lemme (II. 2. 8). Pour donner une numérotation 
qui induise l'orientation donnée, on peut commencer par donner le numéro 1 au sommet {i+j — 1)- 
ème sommet, puis on choisit i + 7 — 2 parmi li — 1 qui serviront à numéroter les i + j — 2 premiers 
sommets. Parmi ces i + j — 2, on en choisit à nouveau i—1 pour numéroter les sommets de j — 1 à 
i + j — 2. On peut aussi numéroter avec 1 un des premiers sommets dans une configuration <— • 
il y en a forcément un parmi les i + j — 2 premiers, d'oii l'inégalité stricte. 

□ 

Ainsi TTo (El |cl|^*^* apparaît dans l'aboutissement de la suite spectrale des cycles évanescents, 
ce qui n'est pas d'après [19]. 

□ 

11. 2.15. Corollaire. — Tous les limiïJ(M=^-'',iî^*^„(Q;))[n°°] sont purs de poids 2i. 

I 

11. 2. 16. Lemme. — Si [i ,d — h — i, h — |cl|~' est un sous-quotient de 

limif^"(M=-^;''', iî^*^„(Qj)[n-] 

alors h' = h ou h — 1. 

Démonstration. — A nouveau si [ i ,d — h — i, h— l]i^ (g) |cl|~' est un sous-quotient de l'espace en 
question pour h' > h, alors d'après (II. 2. 9) 

[T, d-h' -i-i, T, h' -h, /i- |cl|-' 

aussi. Soit alors ho le plus grand h' tel que lim^ W^{M=^-^' ,R'^riMi))[^°°] contienne 

[i ,d — h' — i — 1, ai, «2, h — ai — a2]i<, ® |cl|~* 

avec a.i et 0.2 strictement positifs. Celle-ci se retrouve alors par maximalitc de ho et par un 
lemme analogue au précédent, dans l'aboutissement de la suite spectrale de stratification à savoir : 
lim^ {Mj^sai R^^rio{Qi))[^°°]- Pour des raisons de poids, elle se retrouve aussi dans l'aboutisse- 
ment de la suite spectrale des cycles évanescents ; en effet elle ne peut pas être compensée par une 
contribution des points supersinguliers en vertu de (II. 2. 7), ni d'après (II. 2. 9) par des W 4" pour 
i' > i et ni d'après (II. 2. 13) pour i' < i. On en déduit donc h' < h. 

Si h' < h — 1, d'après (II.2.9) [i ,d — h — i — i,h — l]i^ ne peut pas être un sous-quotient de 
limHi{M=^-^', iî'*^„(Qi))[n°°] cav d-h' -i-l> d-h- i; d'où le résultat. 

□ 
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II. 2. 17. Proposition. — Pour tout 0<h^d — i — 1, 

I 

admet [ i , d — h — i, h — comme sous-quotient. 

Démonstration. — On raisonne par récurrence descendante sur h ; pour h = d—i—1, on utilise le 
fait que lvmH^-'-'^{Mi^s^, W'^^^{Qi))[U°°] admet St^ (g) |cl|-* comme sous-quotient. On rappelle 

que d'après (II. 2. 15) 

lim Ht'-\Mf^' , iî*M/^„ (Qi)) [n°°] 

GL (F ) ^ — 

se calcule comme l'induite Indp^*^^ ^ [ i]i^ (Si n' pour une certaine représentation admissible tt' 
de GLd_i_i{Fo) et que, d'après l'hypothèse de récurrence sur les \l/^'*(lo), pour tout h i + 1 la, 
partie de poids 2i de 

lim Ht'-\Mf^' , R'^n. (QO) [n°°] 
I 

est soit nulle pour h ^ i, soit, pour /i > i + 1 de la forme [i ,h — 1 — i,d — h]i^ (g) |cl|~\ La 
suite spectrale associée à la stratification impose alors que tt' admet la représentation de Steinberg 
[d-i -2]i^ comme sous-quotient et donc lhnH^-'-'^{Mfi+^,R'^r,o{Qi))[^°°] admet 

[T,T,d-i-2]i„ ® |cl|-' 

comme sous-quotient. 

Supposons donc la propriété vérifiée pour 1 < h < d — i, i.c. 

limiï,''(M=-^;'\ R'^^Mim°°] 
I 

admet [i ,d — h — i,h — l]i„ (g) |cl|~' comme sous-quotient. En outre on sait cette dernière n'ap- 
paraît pas dans l'aboutissement de la STiitc spectrale des cycles évanescents de sorte qu'il existe 
j, i', h' tels qu'elle soit un sous-quotient do 

limHi{M=l'^\R^'^,Mm^] 
I 

Pour des raisons de poids et d'après le corollaire (II. 2. 15), il faut i' = i de sorte que l'annulation 
doit se faire dans la suite spectrale associée à la stratification avec j = h ± 1 et h' h, i.e. 
[i , d — h — i, h — |cl|~* est un sous-quotient de 

lim H^^^\M=^;^' , R'^^^ (QO) [n°°] . 
I 

D'après le lemme précédent, on doit avoir h' = h — 1, soit en remarquant encore que 

lim Ht\M=^;''+\ R^^no (Q;)) [n°°] 

est de la forme ïndp^'^^^°^^p ^[i ,d — h — n' , on obtient que tt' admet [h — l]i^ comme sous- 

quotient et donc que 

lim Ht\M=^;'^+\ R'^r,. mW°°] 
I 

admet [i ,d — h — i + l,h — 2]x^ ® |cl|~' comme sous-quotient ; d'oii le résultat. 

□ 

II. 2. 18. Corollaire. — Pour tout ^ i < d, \E'^'*(lo) admet [i ,d — i — l]i^ (g |cl|~* comme 
sous-quotient. 
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Démonstration. — D'après la proposition ci-dessus, limHl{Mj ^ ^, iî'^'^^(Q;))[n°°] admet 

I 

comme sous-quotient [ i ,d — i — (S) |cl|~*. Cette dernière représentation ayant des vecteurs 
fixes sous l'Iwahori Iwo, et comme 

limH\Mi,^^,R'^r,AQi))[^°°] 
I 

n'admet pas comme sous-quotient celle-ci, la suite spectrale associée à la stratification implique que 
limiî°(Mf 5^, iî''î'^^(Q;))[n°°] admet [i ,d-i- l]i^(g)|cl|~' comme sous-quotient. On utilise alors 

la proposition (15.2) de [5], cf. (IV. 2. 2. 14), qui donne un isomorphisme (I?^)^ x Wo-équivariant 

limH''{Ml,^,R'^r,Am) - Hom^x((C^)\wJ') 

oii D est l'algèbre à division centrale sur F dont les invariants sont ceux de D excepté en les places 
oo,o oiî ils sont respectivement égaux k —1/d et 1/d, soit en particulier Do — Dg^a, et oiî est 

l'algèbre de convolution des fonctions localement constantes sur D^\ {d'^ ) ^ . Le résultat découle 
alors directement d'une correspondance de Jacquet-Langlands globale entre II et une unique sous- 
représentation de de multiplicité 1 ; concrètement l'ensemble des sous-représentations t°° de 
telles que t°°'° ~ XI""'" est réduit à un élément de multiplicité 1. Ainsi le lemme de Schur 
donne 

U^p'^iU) = limifO(M/,,^,E^M/,„(Q,))[n°°'«] 
/ 

en tant que représentation de GLci{Fo) x Wg, d'où le résultat. 

□ 

Ainsi d'après (II. 2. 7) et (II. 2. 8), il ne reste plus de place dans Up^{lo) pour d'autres 
représentations ayant des vecteurs invariants sous l'Iwaliori Iwq, autres que les 

[T,(i-i- i]i„ ® \c\\-\ 

De la même façon pour toute représentation irréductible Tq de D^^^ qui n'est pas dans la classe 
d'équivalence inertielle de la représentation triviale, ^'^''(to) n'admet comme sous-quotient aucune 
représentation ayant des vecteurs invariants sous Iwo. 

□ 



CHAPITRE III 
COHOMOLOGIE DES FAISCEAUX DE HARRIS-TAYLOR 



Introduction 

0.1. — Le but est de calculer la somme alternée des groupes de cohomologie des systèmes locaux 
d'Harris-Taylor. La démarche est classique : il s'agit tout d'abord d'utiliser la formule des traces 
de Lefschetz et donc de compter les points fixes sous l'action d'une correspondance de Hecke 
tordue par une puissance assez grande du Frobenius et ensuite de transférer les intégrales orbitales 
obtenues afin de reconnaître le coté géométrique de la formule des traces de Selberg. On en déduit 
alors un calcul de la somme alternée des groupes de cohomologie du modèle local de Deligne- 
Carayol. Dans le cas Iwahori, des arguments de pureté nous redonne les résultats obtenus à la fin 
du chapitre précédent. 

0.2. — Dans un premier temps, §111.1.1, on donne ime description adcliquc des points géométriques 
des variétés d'Igusa de seconde espèce : on ne fait ici qu'adapter les résultats de [19]. On compte 
alors, §in.l.3, les points fixes sous l'action des correspondances de Hecke et d'une puissance 
arbitraire du frobenius en o. Ce comptage se fait en termes d'intégrales orbitales ; à nouveau 
ces résultats sont une réadaptation de ceux de [19], les fonctions de transfert de la proposition 
(IILl.6.3) étant prises dans [14]. Par une application de la formule des traces de Lefschetz et de 
Selberg, on en déduit alors, au théorème (in.1.7.3), le calcul de [H^^p^^^J- 

0.3. — Le dernier paragraphe est consacré au calcul, théorème (in.2.1), de la représentation 

virtuelle [^'pî*(To)], oîi Tq est une représentation irréductible quelconque de D^^. Ce résultat est 
l'équivalent dans notre cadre du théorème VII. 1.5 de [14]. En particulier comme d'après le corol- 
laire (II. 2. 7), pour tout ^ i < d et toute représentation irréductible admissible Tq de D^^, 
(^^'')^"'° est pur de poids 2i, le calcul virtuel (III. 2.1) redonne bien le théorème (II. 2. 5). 

III. 1. Cohomologie des systèmes locaux d'Harris-Taylor 

L'essentiel des résultats est déjà présent dans [19], il sufiat simplement de les adapter aux 
variétés d'Igusa. 

III. 1.1. Description adélique de M/ s^(Fp). — 

III. 1.1.1. Définition. — Un ^-espace {V,ip) sur 7t(o), est un F fc(o)-espace vectoriel V de 
dimension finie, muni d'une application F (g)F^ Probg-semi-linéaire bijective, 

>f:V — >V. 

III. 1.1. 2 — Étant donné un P-faisceau elliptique {£i,ji,ti), soit Vi = fj,^ la fibre de Si au point 
générique (g) Fg de X (gjp^ Fg ; pour tout i, les ji induisent des isomorphismes Vi ~ V^+i. On 
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note V = Vo et (fi : V — > V l'application bijective F (g) Frob^-semi-linéaire induite par tg : (V, (f) 
est un (^-espace. L'action de D sur V commute k (p et donne un homomorphisme de -F-algèbre : 
i : D°P — > End(V, V?). Le triplet {V,ip,L) est appelé la fibre générique du P-faisceau elliptique 

III. 1.1. 3. Définition. — Deux D- faisceaux elliptiques de caractéristique o sur Fg sont dits 
isogènes si leurs fibres génériques sont isomorphes. 

III. 1.1. 4 — Si a; est une place de F, on considère le i^a;-module de Dieudonné 

{Vœ,<Px) ■■= {F^èFV,F^éFV) 
muni du morphisme de Fa;-algèbre A^; : D°p — > End(T4, <fx)- On pose 

M^ = FO(Spec(0^é^(o)),fo), 
qui est un X>a;-réseau de Vx stable sous Xx{D°p). 

III. 1.1. 5. Proposition. — (cf. [19] proposition 9.4) La construction ci-dessus définit une bijec- 
tion entre l'ensemble des classes d'isomorphismes des V- faisceaux elliptiques surK{o) et l'ensemble 
des classes d'isomorphismes des paires 

où (V. 95) est un ip-espace de rang sur F O k(o), A : D°p —> End(y, est un morphisme de 
F-algèbres et iMx)xe\x\ est une collection de Vx-réseaux des Fx-modules de Dieudonné (14, (^x) = 
{Fx®fV,Fx®f'^) qui vérifient les propriétés suivantes : 

- (i) si X = 00, on a^^^ 

<^l(Moo) = TU^M^, 

dimK(o)(</?oo(Moo)/Moo) = d, 

- (a) si x = o, on a 

WoMo C </?o(Mo) c Mo, 

le k{o) (^k{o) -module Mo/ipo{Mo) est de longueur d et il est supporté par la composante 
connexe de Spec(K(o) «(o)) qui correspond à l'inclusion k{o) ^ k(o) ; 

- (iii) si X ^ o, 00, on a 

ifxiM^) = M^- 

- (iv) toute base du F iSik{o)- espace vectoriel V appartient et engendre le OxéfKio) -sous-module 
Mx de Vx pour presque toutes les places x ^ 0,00 de F. 

III. 1.1. 6. Définition. — Une c^-paire (-F, H) est un couple formé d'une F-algèbre F, commu- 
tative de dimension finie et d'un élément n e Q qui satisfait à la propriété suivante : pour 
toute F-sous-algèbre propre F' de F, Ê n'appartient pas à F ^ (g) Q c F^ (g) Q. 

A tout y-espace {V, if), Drinfeld associe une (^-paire (cf. [19] A. 4). 

III. 1.1. 7. Proposition. — (cf. [19] proposition 9.9) Soit (F,n) la (p-paire associée au p-espace 

{V, ip) . On a alors les propriétés suivantes : 

- (i) F est un corps et [F : F] divise d; 

- (a) Foo <SiF F est un corps et si 60 est l'unique place de F divisant 00, on a l'égalité 
dcg(6b)6b(n) = - [F : F]/d; 

- (iii) il existe une unique place ô ^ 60 de F telle que ô(n) ^0; de plus ô divise o ; 



f^^où l'on a supposé pour simplifier deg(oo) = 1 
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- (iv) on a l'égalité h = d[Fô : Fo]/[F : F], où h est l'indice de la strate à laquelle {£i,ji,ti) 
appartient. 

III. 1.1. 8. Corollaire. — L'algèbre End(V, i^, A) est une algèbre à division centrale sur F de 
dimension {d/[F : F])"^ dont les invariants sont donnés comme suit : 

( -[F : F]/d si x = 6b 

invs(End(y, ip, A)) = <^ [F: F]/d si x = ô 

[ [Fs: : F^]inY^{D) sinon 

pour tout place x de F et toute place x de F divisant x. 

III. 1.1. 9. Définition. — Un (£>, oo, o)-type est une (^-paire {F,ïi) telle que : 

- (i) F est un corps et [F : F] divise d : 

- (ii) 0f F est un corps et si 6o est l'unique place de F divisant oo, on a 

deg(6ô)6b(n) = - [F : F]/d; 

- (iii) il existe une unique place ô ^ dô de F telle que ô(n) ^ ; de plus 5 divise o ; 

- (iv) pour toute place a; de F et toute place x de F divisant x, on a 

{d[Fs : F^]/[F : F])inv,(D) G Z. 
III. 1.1. 10. Théorème. — (cf. [19] théorème 9.13) L'application composée 

(^i,ii,ti)^(v,v,A)^(F,n), 

qui à un V-faisceau elliptique défi,ni surlZio) associe son {D,oo,o)-type, induit une bijection de 
l'ensemble des classes d'isogénie des V-faisceaux elliptiques définis sur k{o) sur l'ensemble des 
classes d'isomorphismes des {D, go ^o) -types. 

III. 1.1. 11 — Toujours selon [19] (9.12), la bijection inverse est la suivante. Étant donné (F, H), 
soit [W, ip) "le" (/3-espace sur k(o) qui lui correspond et soit A "1" 'algèbre à division centrale sur 
F dont les invariants sont 

![F : F]/d si X = 6b 

-[F:F]/d six = ô 

[Fî : F^]invx(-D) sinon 

pour tout place x de F et toute place x de F divisant x. En particulier A est de dimension 
{d/[F : F])2 sur F et D°p (g)F A et Md(End(VK, -0)) sont des algèbrcs simples centrales sur F de 
même dimension et possédant les mêmes invariants en toute place x de F. En vertu du théorème 
de Skolem-Noether, on choisit un isomorphisme 

a : 0_F A — » Md(End(W^, ip)) 

et on pose {V,ip) := {Wjip)'^. On obtient alors un homomorphismc de F-algèbre 

L : D''P^"^^D''P (^F A^Md(End(VK,7A)) = End(V^, ^) 

tel que le commutant de l{D°p) dans End(y, </?) est l'image de A par l'homomorphisme de F- 
algèbre 

^&^5j^op A^End(y, <p) 

Remarque : Si (F,n) est un (D, oo, o)-type associé à la strate h, on a les injections d'algèbres 
A-.° ^ Af := A" ^ Ma-h{Fo) et A^ := Ag ^ Do,h. 
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III. 1.1. 12. Proposition. — Soit {F, II) un {D,oo,o)-type associé à la strate h. Il existe pour 
tout idéal I de A, une bijection de <Ji^'^rni^)i'^i^)){F n) ^^^^ quotient 

De plus si {JjJ^^,{s'),c\,C2) est une correspondance de Hecke naturelle^"^^ sur Jfl^^{s) associée 

à un élément ig°°'°,gt*,{gojSo,cro)) de {D'^'")^ x GLd-h{Fo) x Mo la correspondance induite 
par ces bijections est 



^ \i K^fo ^ K,,m X (l+n^+i27„,,)J 

OÙ Cl est induit par les inclusions 

et où C2 est induit par la multiplication à droite de {g°°'°)~^ sur {D'^'°)^ , de (ffo*)"^ ^^'^ 
GL4-h{Fo), et la multiplication à gauche de ôo sur D^^. 

Démonstration. — En vertu de [19] §9 et §10, Iy^^{j^{o)) est en bijection avec 

oiî l'action de {D'^'°)^ x GLd-h{Fo) se décrit comme dans l'énoncé. L'action d'un élément g^ 
de GLh{Fo) n'intervient que sur la composante Z. Le groupe PSLd{Fo) étant simple, l'endomor- 
phismc de Z associe à est la translation de valeur /s. val(dct(go)), pour un certain entier k : 
en prenant pour g"^, l'élément Wo du centre, en utilisant la proposition B.IO de [19], on obtient 
k = —1. En outre d'après loc. cit., le frobenius géométrique en o agit par translation de valeur —1 
sur la composante Z. Le résultat en découle alors de manière immédiate, en identifiant Z x T>^^ 
avec D^f^ on l'on envoie {n,ôo) sur XI^^^q. 

□ 

III. 1.1. 13 On rappelle, selon loc. cit., que le couple (F, II) est construit de la manière suivante. 
Soit l'ensemble des classes de conjugaisons d'éléments de . Soit alors 7 € et F' = FIj] 
tel qu'il existe une unique place 00' au dessus de 00 ainsi qu'une unique place o' au dessus de 
o vérifiant o'(7) ^ avec h = ^^^t^- Soit donc n' e F' tel que 00' (H') ^ 0, o'(n') 7^ et 
x'{Tl') = pour tout x' 00', o'. On définit alors F = nn€zF[(n')"] et fi. Le couple (F, fi) est 
ainsi un {D, 00, o)-type associé à la strate h et tous ceux-ci sont obtenus par ce procédé. Un tel 
élément 7 G est dit elliptique en 00 et de type h en o : son image dans A définit un élément 
(5 e A^^. On a ainsi F c F' = F['y] = F[ô] C A ainsi qu'une inclusion naturelle : A^'° ^ D^'°. 
Précisons la situation en la place o. A conjugaison près, on peut supposer que 

7 = (7o*,7o) e GLd-h{Fo) X GLh{Fo) C GLd{Fo) 



'^'i.e. comme dans [19] 

(3) jo est donc tel que K^f, C K^fo n {g'^>°)-'^ K^fog'^'" et m' tel que K„^^, C Ko,m n (gf)-'' Ko,mgt* 
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avec Fo[yf] = {F')°' C Md_fc(Fo) et ^«[7^] = F^, c Mh{Fo). On obtient ainsi des injections 
naturelles 

(Afr GLa-H{Fo) et (A^)x := A? ^ Dl^. 

III. 1.2. Description adélique de M/,s^(IFp). — On considère désormais les structures de 

niveau à l'infini comme au paragraphe (1.1.4). 

m. 1.2.1 — En termes de la description (III. 1.1. 5), l'application sur les variétés sans niveau 

roo : M0 — ^ Mg 

se décrit comme suit. Pour tout 

((y.(i.A),(M,),e|x|)eM0(7î(o)) 

soit icofl '■ Spec(K(o)) — > Spec(K(oc)) son pôle, i.e. le support du k(oo) ® K(o)-module 
(pao{Moo)/Mao- Via l'identification 2? 00 — ^^(000), l'équivalence de Morita donne 

(T4o, ^00) - (K;, ^'00)' et Moe = (M'^r. 

On note le dual du C'oo'âK(o)-module libre M^, de rang d, et soit : M'^ — > M'^ la 
restriction de l'application : — > duale de ip'^. 



III. 1.2. 2. Proposition. — (cf. [19] page 274) L'ensemble M{d{k{o)) est en bijection avec 
l'ensemble des classes d'isomorphismes des triplets 

{{V,<i), A),(M^)^6|x|,(ï^, a)) 

où {{V,(f),X},{Mx)xe\x\) appartient à M0(7î(o)) et 

u : Spec(K(o)) — > Spec(K((X))d) 

est un relèvement de i^afi et 

est un isomorphisme de Ooc®'^.{o) -modules qui commute avec les ip. L'application r^o envoie 
{{V,(t),\),iMx)xe\x\,i'^,Oi)) sur {{¥,(/), X),{Mx)xe\x\) et i)^ ~ 2?^ xi Z/dZ agit comme décrit 
au paragraphe (I.I.4). 

III. 1.2. 3 — On rappelle qu'étant donné un (£>, 00, o)-type, {F, TV), on a une inclusion d'algèbres 

A-^End(7Vrf,i,<Ad,i) 

On identifie End{Nd^i,(pd,i) avec {Dao)°^ de sorte que l'on obtient une inclusion A^ ^ 
((^00)°^)'' ^ D^- On note Jîz%,{s) le produit fibré 

111.1.2.4. Corollaire. — Soit {F,U) un {D, 00, o)-type associé à la strate h. Il existe pour tout 
idéal I de A, une bijection de J^jz'^„i{s){k{o))(^p n) avec le quotient 

De plus si [JfI^^i{s'),ci,C2) est une correspondance de Hecke naturelle^'^^ ^^'^ ^/^^(*) associée 
à un élément 

{9 00, 9°°'°, ,{91.^0,^0)) e {D^J^l:) X (2?r'°)' X GLd.f,{Fo) X No 



'■^U.e. comme dans [19] 
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la correspondance induite par ces bijections est 



Axxrmx /„Z ^ ^ (gr;°f X GL^-hiFo) Do,H 1 



K„ 



OM Cl esi induit par les inclusions 



Do, h 

(i+n:+^i?„,;.)J 



ei où C2 est induit par la multiplication à gauche par go sur (D^/ru^), à droite de {g°°'°)~^ sur 
{D'^'°)^ , de (5o*)~^ sur GLd-h{Fo), et la multiplication à gauche de ôo sur D^f^. 

Remarque : L'application 

A(/î)(j?_n) '7/=^!m('S)(«)(F,n) — ' Spec(K(oo)d) 
est induite par l'application 

^^/^œ^Z/rfdeg(oo)Z 
qui envoie (n, 5) sur n + deg(oo)oo(rn(5)) niodddeg(oo)Z. 

III. 1.3. Comptage des points fixes. — On fixe un sous-groupe normal c (-D^/tu^) et 
on note 

M{s)^J=f^^{s)lK^ 

qui est donc muni d'une action du produit 'D^^f^/{1 + H^'j^Vo^h) x {D^/tu^)/Koo et d'une action 
par correspondances de Hecke associées aux éléments = {g°°'",go*) G {D^'°)^ x GLd-h{Fo) ■ 

M{g°°'',s)^p^f,^i¥,) 




^(«)(F,n)(^«)^ ^(s)(#,n)(^«) 

011 M{g°°'°, s) est le quotient 



et oîi la correspondance est induite par 



Ax\ 



-JT X 



î C2 



(5) jo est donc tel que K^fa C i^H» ^ (g°°'°)-ii<rrioff°°'° m' tel que JsT^,^/ C Ko,m n (gS*)-iKo,rrigS* 
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A><\{— ^ 



GLd-h{Fo) 



Ko,m n {gf)-'K,^^gf (1 + ni+^Vo,h) 



} 



i Cl 



2?: 



if 



et 



c2[h-'^'^{Krf. n /if (Ko.™ n {gtY'Ko.mgl'),do{i + n^+,^P„,,)] 

III. 1.3.1. Remarque. — Dans cette description l'action de 

sur M^p. est donnée par la multiplication à gauche de ôo sur la composante D^f^/ (l+XI^^^Do^/j). 

III.1.3.2. Définition. — Pour r>0,g^e (D^/vu^) et ôo e î?^,?^' ^^ote 

Fix=^{g^,So,g^,,g°°',s) 
l'ensemble {m G M{g----,s){¥g) / (5S,n;™^('*°*('^°»-''^o,Frob;)(ci(m)).5oo^oo = C2(m)}. 

III. 1.3. 3. Lemme. — (cf. [19] lemme 11.1) Les ensemhles¥hÇ^{5o,g%g°°'° ,s) pourr > sont 
finis et chacun de ces points fixes est de multiplicité 1. 

III. 1.3. 4 — On décompose ces ensembles, suivant leur (£>, oo, o)-type 

Fix='*(5^,^o,5S,5°°'°,s)= ]J Fix=''(5^,5o,5^,5-'5,s)(^_n) 

où la réunion porte sur les (D, oo, o)-type associes à la strate h. 

Soit n) un (£), oo, o)-type associé à la strate h et soit A l'algèbre à division centrale sur F 
correspondante. On note A^^ un système de représentants des classes de conjugaisons dans A^ et 
pour (5 e A^, soit A^ le centralisateur de 5 dans A^. 

III. 1.3. 5. Proposition. — L'ensemble ¥hç^{£^,5o,go,g°°'° is)^^p fi) ^'^ réunion disjointe 
des doubles classes 

seA- 



telles que 



ro 
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Démonstration. — D'après la description des correspondances de Hecke donnée ci-dessus, 

hf{Ko,m n {gfr'Ko,m9f), do{l + KÎh^o,h)] 

appartient à Fix^''(^oî Soi 5°°'°) ^)(F,n) seulement si il existe ô e , koo € Kao, k°°'° € K'^j", 
kf e Ko,m et fcs e (1 + W+f^Vo,h) tels que 

soit, si et seulement si , il existe lî e A^ tel que 

(hoo)~'^Shoo e âoo^oo 

en particulier, on a o(rn((5)) = r + val(det g^). L'application 

^00,0(^00,0 ^ (^^oo,o)-l^oo,o^^oo,o) ^ h°°'°K^j° 
(rcsp. /if (i^o,m n (5f )-'i^o,mflf ) ^ /ifi^o.m) 

de l'ensemble des classes satisfaisant 

ih°°n-'Sh^''' e K^f.g^'° (resp. e Ko,™5o*) 

dans l'ensemble des classes vérifiant 

{h°-'''y'Sh°°-° e (rcsp. (/if e Ko,mgfKo,m) 

est clairement bijective. Le résultat découle alors du Icmmc salivant. 

III. 1.3. 6. Lemme. — Pour tout e {D^'")'' , hf e GLd-h{Fo) et do e D^,^, le seul 

élément ô G tel que 

o(rn((5)) = 

est l'identité. 

Démonstration. — cf. [20] (3.2.6). 

□ 

III. 1.4. Intégrales orbitales. — Pour tout ô € A^, soit 

{D^'X {^esp. GLd-h{Fo)s, resp. {Do, h)^ , resp. (D^) s) 

le centralisateur de ô dans {D"^'")^ (resp. GLd-h{Fo), resp. D^f^, resp. D^). On fixe une mesure 
de Haar, 

dh°°'° (resp. dhf, resp. dhoo) 
sur (I?^'°)^ (rcsp. GLd^h{Fo), resp. D^/zu^) normalisée par 

vol(i4:^/, dh°"'°) = 1 (resp. vo\iKo,m, dh"^) = Iresp. vol(7?oo, dhoo) = !)• 

Soit 

dh^'° (resp. rf/io*^, resp. dho,5, resp. dhoo,s) 
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une mesure de Haar sur {D'^'°)g (resp. GLd-h{Fo)s, resp. {Do,h)s , resp. {D^)s/'Cij^) et soit dô' 
la mesure de comptage sur . Soit alors 

(resp./f, resp. 7^) 

la fonction caractéristique de 

K^fag°°-°K'^fa (resp. Ko,m9o*Ko,m, resp. g^K^) 
dans {D'^'°)^ (resp. GLu-hiFo), resp. D^/zu'^). On introduit alors les intégrales orbitales 

Os{7 oo^ dh^^s) = / J^{{hoo)~'^Shoo)4=^^ 



dh'^^ 



GL,t_,jF„)s\GL,i_„XF,;) dhl.^ 
Ces intégrales sont absolument convergentes et on introduit le volume V défini par 

dh°°'"dh^* 

yoliA-\[iiDZ)s/zul) X {D^''')f x GL,_,{F,)s], 

Pour tout 5 e A^, l'inclusion d'algèbres A°°'° ^ D"^'" (resp. Af ^ Md_h{Fo), resp. A= 
Do,?i, resp. A ^ D°^), induit un isomorphisme de groupe (A°°'°)^ ~ (resp. (A^*)^ ~ 

GLd-h{Fo)s, resp. (A°)^ ~ {Do,h)s ^ resp. (A^)^ ~ (-D^)^)- En particulier la mesure de Haar 
dhoo,s X dh'^'° X rf/ig*^ induit une mesure de Haar dhs sur (A^)^/^^. 

III. 1. 4-1 ■ Lemme. — Le volume V est égal au volume 

Démonstration. — cf. [20] (3.3.4). □ 

ni.l.4.2 - Soit Lrf=''(5cc.,'5o,.gS,.g°°'°,.s)(^,n) ^ cardinal de Fbç\g^,ôo,g^o,9°°'^s)^p^fiy 
D'après ce qui précède Lef~'*(ggQ, (5o, 5o, s)(^ n) est égal à 

y: vol(A,-\(A^),/.^^,^) 

0^(7^, dh^,s)Os{r'", dhf^'')Os{ff, dh%) 

III. 1.4-3. Lemme. — (cf. [20] (3.4)) La construction de la fin du paragraphe (III.l.l) définit 
une bijection naturelle 

{7 e I 7 est elliptique en 00 et de type h en o}-^ W ^ 

où {F, TV) décrit l'ensemble des {D ,00, o)-type associé à la strate h. 

in.l.4.4 — Soit alors 7 G elliptique en 00 et de type /i en o et soit {{F,Ii),6) le triplet 
correspondant. 

- On peut voir comme une forme intérieure de D'^ = GLd{Fao) et si 7 e est le transfert 
de 7 G défini à conjugaison près, 7 et l'image de 5 G A^ dans sont conjugués dans 

; on peut alors identifier le centralisateur {D^)^ de 7 dans avec (A^)^. 

- Comme A^'° est le centralisateur de F dans avec F C F' = F[y] = F[6] C A, le 
centralisateur (£>a '°)^ de 7 dans (f^ coïncide avec iA'^''')s . 
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- De même comme A^* (resp. A^) est le centralisateur de F" (resp. F5) dans Md~h{Fo) (resp. 
Do,h), lo centralisateur GLd-h{Fo)-yf (resp. {Do,h)jo) de (resp. 7^) dans GLa-h{Fo) (resp. 

J coïncide avec (Af (resp. (A^),- ). 

III. 1.4.5 — La mesure de Haar dhs = dhoo,sdh^'° x ci/ij^'^ x dho,ô sur (A^)^ définit alors une 
mesure de Haar dh° (resp. dhl*^, resp. rf/io^^,) sur {DD^ (resp. GLa_h{Fo)^, resp. {Do,h)j)- Soit 
comme précédemment 7 G -D^^ elliptique en 00 et de type ft- en o et soit {{F, II), S) le triplet associé. 
Le centralisateur de 7 dans est une forme intérieure du centralisateur A^ de S dans A^. 

III. 1.4- 6. Lemme. — On a 

vol(AA(AI)./n.^, ^) = voI{d:;\{DI),/^1, ^) 

Démonstration. — cf. [20] (3.5). 

□ 

Soit D^^ un système de représentants des classes de conjugaisons de elliptiques en 00 et de 

type h en a. 

Remarque : - Soit 7 G D^^ et (5 e A^^ l'élément qui lui est associé d'après le lemme (IILl.4.3). 
L'image de ô par l'inclusion (£)°°'°)^ ^ {D'^'")^ est conjuguée à 7 G C (D^'°)^. De même 
en notant ô^* (resp. ôo) l'image de S dans A^* ^ Md-hiFo) (resp. A^ Do,h), si ffo est un élément 
semi-simple de GLh{Fo) de même polynôme caractéristique que 5^, alors {g^,go) € GLd{Fo) est 
conjugué k^o& ■ 

- Soit G GLd-h{Fo) (resp. G D^^^) dans le support de ff (resp. de Si est un 
élément semi-simple de GLh{Fo) de même polynôme caractéristique que g^, le centralisateur de 
[g'o TSa) dans GLd{Fo) est le même que dans GLd-h{Fo) x GLh{Fo) ; il suffit en effet de remarquer 
que l'on a pris r > pour la définition de f^. Ainsi étant donnée une mesure de Haar dh(^get^g^^ sur 
GLd{Fo)(^g^t g„-j, on lui associe les mesures de Haar dhg<,t et dhgc^. On obtient alors la proposition 
suivante. 

III. 1.4 -7. Proposition. — On considère, comme précédemment, les mesures de Haar dhoo, 
dh°°. Pour 7 G D^^, on fixe une mesure de Haar d/iA,7 = dh^cy x dh?^ sur le centralisateur 
{D^)^/zu^ dans D'^/w^ et soit dhj la mesure de comptage sur . Soit 7 G D^, défini à 
conjugaison près, le transfert de 7 ; son centralisateur (D^)— dans est une forme intérieure 
de {D^)^ ; soit alors dhoc,^ le transfert de la mesure de Haar sur {D^)iy/w^. On note 

eooil) = (-I)F^t™-' 

le signe de Kottwitz à l'infini de 7. 

En posant f°° = le nombre de Lefschetz hei~^{^^, 5o, gl, g°"'°, s) est alors donné par 



0-{f^,dh^.-)0-,4r, dh°^)Og.j {ft\dhg..) 

où : - Chijl'o h^o^)) désigne l'ensemble des 7 conjugués à un élément de la forme {go*,gf) avec 
5o* G GLd-h{Fo) et g^ G GLf^(Fg) semi-simple de même polynôme caractéristique que H^^J"""^ ; 

- dhget etdhgc sont respectivement les mesures de Haar sur GLd-h{Fo)g'^t etGLh[Fo) associées 
à la mesure de Haar dh^-y par le procédé rappelé ci-dessus. 



III. 1. COHOMOLOGIE DES SYSTÈMES LOCAUX D'HARRIS-TAYLOR 



73 



III. 1.5. Formule des traces de Lefschetz. - 



On fixe une représentation irréductible 
GL{L) 



sur un Q; -espace vectoriel de dimension finie L, qui est définie sur une extension finie E\ de Q; 
dans Q; et qui est continue poiu la topologie pro-finie sur et la topologie Z-adique sur GL{L). 
Ainsi poo se factorise à travers un quotient fini {D^/w'^)/Koo, pour Koc un sous- groupe ouvert 
normal. Le revêtement J7/^''^(s) — > Jfl'^rni^) définissent un Q;-faisceau localement constant 

^Poo sur Jfo^is)- 

III. 1.5.1 — Soit de même To une représentation irréductible admissible de i?^^ et le système 
local sur XJ;^„j associé à la restriction de Tq à 2?^^ et au revêtement d'Igusa de seconde espèce 
Jjz'^mioo) — > ^f-l^m- ^oi* '^To'm Q-algèbre des fonctions localement constantes à support com- 
pact 

qui sont K'^'° x ii'o^TO-bi-invariantes par translations à droite et à gauche; le produit est donné 
par le produit de convolution avec la mesure de Haar dh°°'° x rf/i^*. Une base de W^'J^ est donnée 
par les fonctions caractéristiques 



des doubles classes K^,'°g°°'°K^,'° C {D^'°)'' (resp. Ko,m9fKo,m C GLd-h{Fo)), où g°^^° (resp. 

décrit un système de représentants de ces doubles classes. Pour tout {g°°'",go*) G {D^'°)^ x 
GLci-h{Fo), on a une correspondance de Hecke 

J°,n 

Cl (s) C2(s) 



Cette correspondance agit sur chaque 



H] 



et cette action dépend seulement des doiibles classes 

7^00,0 00, 7^00,0 ^ etT^ 

III. 1.5. 2 — On obtient ainsi une action de H'^''^ sur Hj^ jo ^ Ta- D'&Pi'<is la remarque (III. 1.3.1), 
^c{^o,hl'^o,h) ^ë^* sur ja „ et son action commute à celle de H^''^. Dans le groupe de 
Grothendieck de H'^of^ x Cc{D^jV^f^), on note 



,m, Poo, Toi 



2d-2h 

E 

î=0 



(-1) 



d—h—i 



.m,Poo,Toi 



Avec Koo choisi comme ci-dessus, on note aussi 

2d-2h ..—^ 

[if^,/]:= E (-l)'"'"'KU/tm(«)®«(o)«(o),Q;)] 

dans le groupe de Grothendieck de (D^/m^) x x Mo. On notera bien que No/T^oh est 

isomorphe à GLh{Fo) x VFf„- Soit W (resp. F) l'espace vectoriel sous-jacent à To (resp. poo) et 
soit s ^ tel que Tq est trivial sur (1 + XI^^^Dc/i), alors par définition des systèmes locaux, 

Hi{TTo^,m ®K(o) «(O). ^Poo ® -^rj 
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est isomorphe à 

où V^^f,/{l + Ill+^^Vo,i,) (resp. (D^/wl^)/K^) agit sur W (resp. v) via (resp. p^). En partic- 
ulier, on a 

Tr (1„ X 1^=0.0 oo,ox°°;° X ^K„,^g-*K„^,Wh,I'',m,p^,To\) = 



^ E Tr (poo(5oo))Tr {To{K,hôo)) 

011 g GLh{Fo) et r G Z sont tels que {g^, njj-^, Frob^) € Ayo- En appliquant la formule des traces 
de Lefschetz, on obtient la proposition suivante 

III. 1.5. 3. Proposition. — Avec les notations précédentes, 
est donné par la formule 

^ y 

J2 Leî=''{g^,ôo,9'o,9'^'",s)Tr (r„(n^,^5„))Tr (poo(5oo)) 

soit en remplaçant Leî^'^ {g^, ôg, Qo, 9°°'" , s) par sa valeur : 

- - , Tr To(n-"(5o) 

07(/oc, rf/loo,7)07(/°°'°, dh^nO,^. (/f , dh,.^) 

vo\{V ,,dho) 



ou : 

- les mesures de Haar dh°° , dhA,'y, dh^ , dh^, et dhoo,-y sont choisis comme précédemment, 

- dhoo est arbitraire avec 



^ 00 , , — ; 



vol(-D<^/n7^,dft,oo) 
où est le caractère de Poo- 

Remarque : Le produit f^dhoo est indépendant du choix de dhoo- 



III. 1.6. Transfert des intégrales orbitales. — 

III. 1.6.1. Définition. — Une représentation tt^ de GLd{Fx) est dite de carré intégrable (resp. 
essentiellement de carré intégrable) si tTx (resp. s'il existe un caractère ipx tel que ® i^x) a un 
coefficient matriciel de carré intégrable sur GLd{Fx) / . 
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A la place oo : On suit de très près le paragraphe (13.8) de [19]. D'après [1], il existe une unique 
représentation irréductible tToo de D^/zu^ essentiellement de carré intégrable qui est déterminée 
par la relation suivante sur la restriction des caractères aux éléments elliptiques réguliers; si 
7 e D^/zu^ est elliptique régulier^^^ correspondant à un élément 7 G D^/J^ par transfert, 
alors 

D'après [24], tToo est de la forme St2(+i (ttJ^ ) , 011 tt^ est une représentation cuspidale de GLd'(-Poo) 
avec d = d'{2t + 1) et f e 5Z, où l'on rappelle que St2t+i(7j"^) est l'unique sous-représentation 
irréductible de la représentation induite normalisée (cf. ci-après) 

En outre cette dernière induite possède un unique quotient irréductible que l'on note Speli2j_|_i(7r^). 
La proposition suivante est bien connue (cf. par exemple [14] lemme 1.3.4 (3)) 

III. 1.6. 2. Proposition. — // existe une fonction /tt^ sur D'^jvo^, localement constante, à 

support compact, vérifiant les propriétés suivantes : 

(i) Les intégrales orbitales non elliptiques de /^^ sont nulles; pour ^ G elliptique, on a 

0',.{f^^,dhcar,) = (ca{ï)0-{f^,dhoo,'y) 

où et les mesures de Haar sont définies comme au paragraphe précédent. 

(ii) Pour une représentation irréductible Woo de D^/zu^, on a 

{1 si TToo ^ TToo = St2t+l(7r^) 
(-1)2* si TToo ^ Speli2t+i(7rJ,„) 
sinon 

A la place : On reprend textuellement les résultats de [14] VI. 5 On rappelle que Ph,d C 
GLd est le sous-groupe parabolique constitué des matrices triangulaires supérieures par blocs de 
Levi GLh x GLd-h- Soit alors Nh,d son radical unipotent. On note N^^^^ le radical unipotent du 
parabolique opposé de Ph,d. Pour tto une représentation irréductible admissible de GLd{Fo) 

et P un parabolique de radical unipotent N, le module de Jacquet JNiT^o) est la représentation 

1 /2 

admissible tto,n ® 6p du groupe {P/N){Fo) dont l'espace sous-jacent est l'espace des N{Fo)- 
coinvariants de l'espace de tTq et 

Sp{h) = |det(ad(/i)|LieAr)|F„. 
Si TTo est une représentation admissible de {P/N)(Fo), on note 

n ~ Ind^J^;_^()^°Vo) := Ind^f^^^^^" Vo ® 0^^). 

Pour TTo une représentation irréductible admissible essentiellement de carré intégrable de 
GLd{Fo), de caractère central Vtto) Deligne, Kazhdan et Vigneras (cf. [1]) montrent l'existence 
d'une fonction 07r„ € C^{GLd{Fo),tp~^), que l'on appelle un pseudo-coefiicient de ttq, vérifiant 
les propriétés salivantes : 

-Tr^„(0.J=vol(i^„yF„x)(7); 

- si P est un sous-groupe parabolique de GLd de Levi GLd^ x • • • x GLd^, s > 1. Supposons 
donnés des représentations irréductibles admissibles essentiellement de carré intégrable Tro,i 
de GLdi{Fo) tels que Vtto.i ' ' ' V'tt»,, = V'tt», alors 

Tr (n - lnà%[^';^^°\-Ko,i x no,s)){cl>.„) = 0; 



(^h.e. i^ooH est une extension séparable de degré d de Foo 

f^^où l'on considère sur ^ le transfert de la mesure de Haar sur GL^{Fo) 
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- si 7 e GLd{Fo) est un élément semi-simple non elliptique alors 
(cf. [14] §1.3) 

- si 7 € GLd{Fo) est elliptique semi-simple et si (5 G ^ ^® même polynôme caractéristique 
que 7 alors (cf. [14] lemme 1.3.1) 

0.^^^(^°n</'.J = (-l)'^(^-[^"(-)^^°l"^)vol(Dr,,/Z^x^(<5))Tr ih-\^^^m 

Soient d/ig* et dh^ dos mesures de Haar sur respectivement GLj^_fi{Fo) et GL^iFo)- 

III. 1.6. 3. Proposition. (cf. [14] lemmes VI. 5.1 et VI.5.2) Soient Tq une représentation irré- 
ductible de D^f^ et (pl^ e C^{GLd-h{Fo)) ; il existe alors une fonction 

IPCrMf;dK') € C^{GLd{F,)) 

telle que 

(1) Oj{IPCt„{(PI*; dh'^)) est nulle si 7 n'appartient pas à C/((n~^5o) et sinon est égal à 

(_-,)h-lr)GLa.UK)(,et ,f^et s ^r TojU^ lôo) 

(2) En outre si tt» est une représentation irréductible admissible de GLd{Fo) et si 

Q,/3 

où a (resp. [3) décrit l'ensemble des représentations irréductibles admissibles de GLh[Fo) (resp. 
GLd-h{Fo)), alors 

TvTToilPCrMf^dhl') = 

^ "^^^" Kn^n-Tp- dh a(</>aL(.„«^-.))Tr /3(C*) 

où a (resp. (3, resp. if}) décrit les représentations irréductibles admissibles de GLh{Fo) (resp. 
GLd-h{Fo) , resp. D^^f^/V^f^) ; la somme sur tjj porte sur les tp tels que a et To®tp~^ ont le même 
caractère central. 

Démonstration. — Celle-ci est strictement similaire à celle de loc. cit. avec les modifications suiv- 
antes. En premier lieu on note que 7 est associé à 11^^(5"^ alors que l'on considère Tr ToiH'^'^ôo) ; 
en outre induit la multiplication par — val(det5'o) sur Z, à comparer avec val(det5o) dans loc. 
cit.. On se retrouve alors avec JL(to (S) V'~^) au lieu de JL(r^ V)- ^ 

III. 1.6. 4 — On introduit alors 

Red^^ : Grotli(C?Lrf(F„)) GToth{D^ JV^^ x GLd-h{Fo)) 

défini comme la composition des deux homomorphismes suivant. 

- En premier lieu, on a un homomorphisme 

Groth(Gid(i^o)) GToth{GLh{Fo) x GLd-h{Fo)) 

- Ensuite on a un homomorphisme 

Groth(GL;,(Fo) x GLd-h{Fo)) Gvoih{DlJVl^ x GLd-h{Fo)) 

où tjj décrit les caractères de Dohl'^oh a et (S) ont le même caractère central 

et oiî l'on considère des mesures de Haar associées sur GLh{Fo) et D^f^. 



III. 1. COHOMOLOGIE DES SYSTÈMES LOCAUX D'HARRIS-TAYLOR 



77 



III. 1.6. 5. Corollaire. — Pour -Kq une représentation irréductible admissible de GLci{Fo), on a 

Tr Wo{IPCrA<l>f,dK*)) = Tr Red^^(7ro)(</.^*) 

où eC^{GLd-h{Fo)). 

D'après la proposition (III. 1.5. 3) et en remarquant que h[F^ : F^o] = d[Fg : Fg] avec les 
notations précédentes, on obtient le résultat suivant. 

III. 1.6.6. Théorème. — Avec les notations précédentes, on pose 
On a alors 



dh. 



J2 vol(D,^ \(Da)^ /{^D, ^)0M, dhj,,,) 



III. 1.7. Formule des traces de Selberg. — Soit A{D^\D^ /{w^)) l'espace des fonctions 

localement constantes muni de la représentation régulière à droite de D^/{w^). Comme D est 
une algèbre à division, D^\D^/{w^) est compact, de sorte que 

A{D-\Dl/{^l)) = ^m{m 
n 

avec m(n) fini et où U décrit l'ensemble des représentations irréductibles admissibles de / (ro^). 
Si la multiplicité m(n) n'est pas nulle, la représentation II est dite automorphe. L'opérateur induit 
par une fonction localement constante à support compact sur /{zu'^), a une trace : 

TT{f;A{D><\Dl/{w^))) =Enm(n)Trn(/) 

= E,eD,x yol{D-\{D^)-/{zul), É^)0,{f,dh^,,) 

III. 1.7.1. Proposition. — Pour tout r > 0, on a l'égalité 

Tr (1„ X l^oo.og^.o^oo.o X lK„,^s-Ko,„.,^^fc,7",m,Poc,ro) = ^ "^(n)TV n(/) 



III. 1.7. 2 — On note [iî^ l'élément du groupe de Grothendieck 

Groth((Dr'°)'GL,_,(f„) X DlJVl^) 

défini par la limite inductive sur 1° et m des [Hj^ jo^^^p^^T.^. En vertu de la proposition précédente, 
on a le corollaire suivant. 

III. 1.7.3. Corollaire. — Soit II une représentation automorphe de , alors dans le groupe de 
Grothendieck Groth{G Ld.-h{Fo) x {D^^JV^^^)), on a 

,rr* m~>oM _ / w(n)Red^ (Ho) si U^o =i St2t+i(7r;„) ou Speli2t+i(7r;„) 
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III. 2. Application à la cohomologie du modèle local 

III. 2.1. Calcul de ^•(—l)'^^''(JL~^(Sts(7ro))). — Dans [5] , pour une représentation cuspidale 
■Ko de GLd{Fo), on montre que 

f^i/ ^ _ / JL"^(7ro) (E) Ld{no){^) pour i = d-l 

où L4 (resp. JL) est la bijection de Langlands (resp. de Jacquet-Langlands) de l'ensemble des 
classes d'équivalences des représentations irréductibles essentiellement de carré intégrables de 
GLd(Fo) dans l'ensemble des classes d'équivalences dos représentations de dimension d de Wp^ 
(resp. des représentations irréductibles admissibles de D^^). Le but de ce paragraphe est d'obtenir 
le pendant du théorème VII. 1.5 de [14], à savoir. 

111. 2.1. Théorème. — (cf. [14] théorème VII. 1.5) Soit d = sg avec s et g des entiers positifs, 
et soit TTo une représentation irréductible cuspidale de GLg{Fo), alors 

[wJ*(JL-HSt,(7r„)))]=^(-l)^-^b^,^k®i^,(7ro)(-^^^^^|^^). 
Démonstration. — Dans le groupe de Grothendieck de {D"^)^ x Wp^, on note 

noo 

2rf-2 

oîi la somme porte sur les représentations irréductibles automorphes de {D^)^ . On rappelle alors 
l'un des résultats principaux de [19]. 

111. 2. 2. Théorème. — Si II est une représentation automorphe de telle que Tloc — Stoo et 
telle qu'il existe deux places x\,X2 de X' distinctes de co et o avec ïl^^ cuspidales pour i = 1,2, 
alors 



où L4 désigne la correspondance de Langlands. 



(8) 



III. 2. 1.1 — La suite spectrale des cycles évanesccnts donne alors l'égalité 

I 

Cette égalité combinée à la suite spectrale associée à la stratification donne l'égalité suivante 



D'après [5], pour un faisceau sur Mf^ , on a 



lim Hi{Mrl,J^) = lnd%f;î> lim if^(M,=^^,i,^) 



I I 



On obtient ainsi l'égalité 



iK,pJ= E (-iFM^SS)l™^fc*(^/toa'^'*'îo(^^^ (in.2.1.4) 



\<h<d 



(*)On a même la nullité des M^ic,o>»(n°°) pour i 7^ d— 1 et alors l'égalité en tant que représentations et pas seulement 
des semi-simplifiées. 
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D'après le corollaire (1.5.3.8) et le lemme (1.5.2.1) du chapitre 3, on a 

h[Hi{Mri,,,w%A^,j)] = ^[KiMr,LiXp^®:Frj]*a, [z^„(to)] (111.2.1.5) 



où n est la multiplicité de o dans /, oîi 
dh 



où 5o est tel que val(rn((5o)) — ^ Yal{àet{g'^)) — deg(cro) et où pour TTj une représentation de Gj 
pour i = 1, 2 et d ; G2 — > Z{Gi), on note tti 7r2 la représentation de Gi x G2 définie par 

(tTi «Irf 7r2)(gi,g2) = TTl (51^(52)) «) 772(32); 

dans le groupe de Grothendieck de Gi x G2, on note [tti] *d [1:2] l'image de [tti ®dT^2]- Cette égalité 
est vue dans 

Grotli((£)^'°)x X GLd-hiFo) x GL/,(Fo) x W^p.J 
via l'application évidente 

Grotli((D-'")>< X GLd-H{Fo) x D^ JV-^) Grotli((D~'°)x x GL,_,(F„)) 

Soient alors 5 un diviseur de d = sg et tt» une représentation irréductible cuspidale de GLg{Fo). 
On considère II une représentation irréductible de vérifiant les conditions du théorème (III. 2. 2) 
et telle que Ho ~ Sts(7ro) 



III. 2. 1.2. Lemme. — On a 

—1 .... . ,.rr3731i ^^^^ 



R'edjL-i(st3(7r„))([s - IJtto) = ejL-i(st3(7r„))[s - ^ - 'i-L ( 1(9-1) ^ s - 



oà s est caractère multiplicatif de Z te/ gwe S(l) = i. 

Démonstration. — Le résultat découle directement de [24] 2.2. En effet on a 

de sorte qu'après multiplication par on obtient 

^lg,d 



[l - 1]^^^ (3-iKg-i) ) (g) [s - / - l]^^^ i(g-i) ) 

d'où le résultat. 

Ainsi en combinant (III. 2. 1.4), (III. 2. 1.5) avec les lemmes précédents, on obtient 



□ 



[s-l]„„®[ig(7ro)0Sp,] = 

Y^[U^*{3L-\Sti{Tro)m- ~ ^^i^ ~ )x[t^r^l]^^ (III.2.1.6) 



où (_ (« 'Kg 1) ) est la torsion sur la partie galoisienne (^^^ et [SpJ = H h 1(^)- On 

suppose alors, par récurrence sur s, que pour tout 1 < Z < s, on ait 

[U^*{JL-\SU{nom = |5(-l)lf^T^,7^].<, ® L,(7r„)(-fc^M[^I^) 

r=0 



(^)pour l'existence d'une telle globalisation cf. [15] 
(^"^ Celle sur GLig{Fo) est contenu dans le symbole x . 
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On réinjecte ces égalités dans (IIL2.1.6) ce qui donne en rassemblant selon les poids : 



[Zi^;(JL-i(St,(7r„)))] =Y,LM{- '^'' ]}^'^^ ) 



1=0 



fe=o 

d'où le résultat en utilisant le lemme suivant. 

□ 

III. 2. 1.3. Lemme. — Pour tout < l < s, on a l'égalité suivante dans le groupe de Grothendieck 
des représentations admissibles de GLd,{Fo) : 

s-l-l 

(-if[î3i,r]^^7[s-z-r-ik = + 

Démonstration. — Soit = '}Z^r=oi~^Y\^ ~ 1' ^It» x [s — / — r — 1]^^ et montrons par récurrence 
sur fcdeOàs — Z — 1 que au = [s — l],ro + {—^)''[l — 1, k + 1, s — l — k — l]7r„- Le résultat est 
clairement vérifié pour k = supposons le vrai au rang A; — 1 et traitons le cas de k soit 



ak = flfc-i + - 1, X [s -l-k- 

+ ~k, s-l-k]^^- 



[l-l, k ,s-l- k]^^ - [l-l,k + l,s-l-k- 1]^J 
[s^U + kTl, s -l-k- 

□ 

III. 2. 2. Retour sur le cas Iwahori. — D'après le corollaire (II.2.7), pour tout ^ i < d et 
toute représentation irréductible admissible Tq de D^^, est pur de poids 2i. Ainsi d'après 

(III.2.1), il est égal B.[i ,d — i — l]i^ |cl|~*, ce qui redonne bien le théorème (II. 2. 5). 



CHAPITRE IV 



FILTRATION DE MONODROMIE DES CYCLES ÉVANESCENTS 



Introduction 

0.1. — Soit K un corps local complet d'égale caractéristique p, d'anneau des entiers Ok- Pour un 
entier d strictement positif fixé, on introduit le groupe (resp. Wk) des éléments inversibles 

de "1" 'algèbre à division centrale sur K d'invariant 1/d (resp. le groupe de Weil de K). Pour un 
nombre premier l ^ p, Langlands (resp. Jacquet-Langlands) a (resp. ont) conjecturé l'existence 
d'une bijcction La (resp. d'une injection JL) entre les Qj-représentations irréductibles admissibles 
de GLci{K) et les représentations i-adiques indécomposables de Wk (resp. entre les représentations 
admissibles irréductibles de ^ et les représentations essentiellement de carré intégrable de 
GLd{K)) qui sont compatibles à la formation des fonctions L de paires 

A l'aide de la cohomologie étale Deligne a construit une série de représentations Z//^' du produit 
de ces trois groupes. Pour d = 2 et p une représentation irréductible admissible de ^ telle 
que TT := JL(/9) est une représentation cuspidale de GLd{K), Carayol, dans [8], montre que la 
composante p-isotypique U^^{p) de réalise les correspondances de Langlands et de Jacquet- 
Langlands, i.e. 

Zi^i(JL-i(7r)^) TT ® L,(^)V(_1_1) 

Dans [5] , en égale caractéristique p, je traite le cas d quelconque. 

En outre pour d=2, Carayol décrit également les (p) pour p quelconque. Le but premier de 

ce travail est de faire de même pour d quelconque, i.e. calculer les hl^^{p) pour p une représentation 
irréductible admissible de ^. Dans le cas où p est la représentation triviale, rappelons que 
d'après le théorème (II.2.5), on a 

Théorème 1 Pour 0<i<d — 1, on a 

où TTi est l'unique quotient irréductible de l'induite parabolique 

1 « st, 

oit Pd-i,d est le parabolique standard associée aux d—i premiers vecteurs et Stj est la représentation 
de Steinberg de GLi{K). 

L'énoncé du cas général, théorème (IV. 3. 1.1), s'énonce de manière similaire en faisant intervenir 
les correspondances de Langlands et Jacquet-Langlands. Une autre formulation du résultat revient 
à dire qu'il n'y a pas d'annulation dans l'expression, cf. le théorème (III.2.1), de la représentation 
virtuelle X^fro^(— ^'k'^~^{p)i pour 1 < i ^ d, y sera alors donné par le i-ème terme 
de plus haut poids. 



f^)Pour un énoncé précis, cf. [16] 
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0.2. — La preuve du théorème 1 dans le cas général procède par globalisation via l'étude des 
variétés de Drinfeld-Stuhler et le théorème de comparaison de Berkovich^^) des cycles évanescents 
locaux et globaux. 

Soit donc X une courbe projective lisse, irréductible et géométriquement connexe définie sur le 

corps fini k q = cléments F^, et soit F son corps des fonctions. On fixe deux places distinctes oo 
et o de X que l'on peut supposer par simplification, rationnelles sur Fg, de sorte que le complété 
Fo du localisé en o de F est isomorphe au corps local précédemment noté K. On note A l'anneau 
des fonctions sur X, régulières en dehors de oo. Étant donné un entier 1, on fixe une algèbre 
à division centrale D sur F de dimension (P , non ramifiée en oo et o, ainsi qu'im ordre maximal 
V. Dans [19], les auteurs construisent pour un idéal non trivial / de A, un schéma M/ défini sur 
F, classifiant les P-faisceaux elliptiques sur X, munis d'une structure de niveau /. Pour o ^ V{I), 
Ml a un modèle entier M/ o lisse sur le complété Oo de A en la place o. Un tel modèle non lisse 
dans le cas oii o S V{I) est construit dans [5]. Les schémas M/_o sont naturellement munis d'une 
action, par correspondances, de (_D^)^. 

0.3. — On s'intéresse alors à la fibre spéciale M/^^o de M/^q. Dans [5], je stratifié M/^^^ par des 
sous-schémas localement fermés Mf'^ pour 1 < /i < d, de pure dimension d — h tels que l'on ait 
un équivalent du théorème de Serre- Tate pour les î?-faisccaux elliptiques à savoir : le complété 
de l'hensélisé strict de l'anneau local de M/ „ en un point géométrique de Mf^^ est isomorphe 
à Def^[[a;i, • • • ,0:^-/1]] où n est la multiplicité de o dans / et Defjj représente le foncteur des 
déformations de niveau n d'un Oo-module formel de hauteur h sur Fp. Par ailleurs pour 1 < /i < rf, 
il existe un sous-schéma ferme Mf^ ^ de Mf^ stable sous les correspondances associées aux 
éléments du sous-groupe parabolique Pj^^j^iFo) de GLd{Fo) (cf. la définition (II. 1.1.1)) et tel que 

où n est la multiplicité de o dans I : on dit que les strates non supersingulières sont 
géométriquement induites. 

0.4. — Suivant [14], on introduit sur chacune des strates Mf^ des systèmes locaux as- 
sociés aux représentations du groupe des inversibles de l'algèbre à division centrale sur Fo 
d'invariant 1/h. On décrit alors la restriction des cycles évanescents iî*^^^(Q;) à la strate M^^^ 
en fonction des JF^^ et des cycles évanescents locaux cf. (IV. 2. 2. 12). D'après le théorème de 

comparaison de Berkovich, le théorème local se déduit de la connaissance de la fibre en un point 
supersingulier des iî'^'^^(Q;). 

0.5. — Le complexe R^ridQùid — 1] est vu comme un faisceau pervers muni d'une filtration de 
monodromie dont on notera gvk les gradués. Le deuxième résultat concerne la description des 
gradués grk dans la catégorie des faisceaux pervers sur M/^s„ munis d'une action compatible de 
(D^)^ X Wo- Pour 1 ^ Ig ^ d, et pour tTo (resp. IIj) une représentation irréductible cuspidale 
de GLg{Fo) (resp. quelconque de GLig{Fo)), on introduit le faisceau HT{g,l,no,Ili) sur la strate 
Mj~'^, "indiùt" à partir du système local .?\jL-i(st,(7ro)) ® composante M]~''f ^. 

Les composantes TTo-isotypiques gvk^-n^ des (/r^, cf. la proposition (IV. 4. 1.3), se décrivent alors 
au moyen des faisceaux pervers jf^^HT{g, l, tTo, Sti{wo))[d — Ig], cf. le théorème (IV. 4. 4. 4), où j'^'^ 
désigne l'injection de la strate Mj~^^ ; en ce qui concerne la partie associée à ttq triviale l'énoncé 
est le suivant : 

Théorème 2 Les faisceaux pervers grk,i„ sont nuls pour d et sinon on a 
9rk,i.,= jl'HT{Wo,Sti){- ^^l~^ )[d-ï\ 

\k\<l^d 



(^^en fait sur une version raiBnée fournie par Fargues, cf. le théorème de l'appendice de [6] 
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L'énoncé pour tTq quelconque est similaire et fait intervenir les correspondances de Langlands et 

Jacquet-Langlands. 

0.6. En utilisant le théorème de monodromic-poids, la preuve du théorème 2 découle de la 
connaissance du théorème 1 pour toutes les hauteurs h < d ainsi que de la description des re- 
strictions aux strates des faisceaux des cycles évanescents en fonction des systèmes locaux 
comme rappelé en (0.4.) . Par ailleurs le théorème 1 en hauteur rf, découle d'après le théorème de 
comparaison de Berkovich-Fargues, du calcul des germes aux points supersinguliers des faisceaux 
de cohomologie des gvk- 

On raisonne alors par récurrence en supposant connus^^^ les Up'^ du modèle de Deligne-Carayol 
de hauteur h pour tout 1 h < d. On en déduit alors le théorème 2. Par ailleurs on sait déterminer 
tous les faisceaux de cohomologie K^grk des gvk en dehors des points supersinguliers. La technique 
repose sur l'étude de la suite spectrale associée à la filtration de monodromie : 

E^^ = h'+^gr_i ^ iî^+^'+'^-^î'^^ {%) (IV.0.2.7) 

en essayant d'en deviner les termes initiaux, l'aboutissement étant connu. En outre en utilisant 
la perversité des grk ainsi que la compatibilité de R'^^a à la dualité de Verdier, on obtient un 
contrôle sur les germes aux points supersinguliers des h^gvk- On étudie ensuite la suite spectrale 
des cycles évanescents dont à nouveau on essaie de deviner les termes initiaux alors que l'aboutisse- 
ment est connu, en utilisant en particulier le théorème de Lefschetz difficile. Le contrôle obtenu 
précédemment nous permet alors de prouver le théorème 1 et on explicite la suite spectrale de 
monodromie (IV.0.2.7). 

0.7. - En ce qui concerne les résultats globaux que l'on obtient, citons 

- la description "explicite" des gradués pour la filtration de monodromie du faisceau pervers 
des cycles évanescents ainsi que de la suite spectrale associée ; 

- la détermination des extensions intermédiaires des systèmes locaux d'Harris-Taylor ; 

- le calcul de tous les groupes de cohomologie des différents faisceaux ou complexes de faisceaux 
qui sont introduits. 

0.8. — Les résultats obtenus dans le cadre des variétés de Drinfeld s'adaptent aussi en car- 
actéristique mixte dans le cadre des variétés de Shimura de type PEL étudiées dans [14] ; c'est 

ce travail qui est effectué dans [6]. Le fait est que tous les arguments reposent de façon formelle 
sur les propriétés géométriques du paragraphe (IV. 1.2) et les propriétés cohomologiques du para- 
graphe (IV. 2. 2) ; nous avons ainsi donné dans l'appendice A, le dictionnaire entre nos notations 
et celles de [14] en caractéristique mixte et rappelé oii se trouvaient dans loc. cit. les propriétés 
cohomologiques que l'on utilise dans le paragraphe (IV. 2. 2). La différence essentielle réside dans 
le fait qu'en caractéristique mixte, nous ne disposons pas à priori de monodromie-poids. Ainsi 
dans le texte nous avons, chaque fois que nécessaire, indiqué des preuves qui n'utilisent pas cette 
propriété. Au final dans la situation de [14], on obtient alors une preuve de la conjecture de 
monodromie-poids versions faisceautique et cohomologique. 

0.9. Comme conséquence directe de ces calculs on obtient une correspondance de Jacquet- 
Langlands globale entre les algèbres à divisions D et D, résultat qui d'après I. Badulescu, peut 
s'obtenir aisément à partir de la formule des traces simples. En outre on montre que les composantes 
locales des représentations autoniorphes de sont celles prévues par l'existence, en général 
encore conjecturale, d'une correspondance de Jacquet-Langlands globale avec GLd(A) à partir 
des résultats de Moeglin-Waldspurger sur les représentations de carré intégrable module le centre 
de GLd(A) et la conjecture de Ramanujan-Peterson prouvée par Lafîorgue. Ainsi dans les cas 

(^^En fait on suppose plutôt connu les gradués locaux (jirfj,fe,(oc de la filtration de monodromie-locale du complexe 
des cycles évanescents 
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défavorables où il n'existe pas encore une telle correspondance de Jacquet-Langlands, on obtient 
la description des composantes locales des représentations automorphes de vérifiant Hyp(oo) 
et donc en particulier la conjecture de Ramanujan-Peterson. 

0.10. — Décrivons succinctement le contenu des divers paragraphes. On commence par des rappels 
sur les données géométriques locales et globales tirées des chapitres précédents dans le cas d'égale 

caractéristique, et de [14] dans celui de la caractéristique mixte, cf. l'appendice A. 

En ce qui concerne les données globales, outre le fait que les strates non supersingulières soient 
géométriquement induites, la donnée fondamentale est celle des systèmes locaux d'Harris-Taylor 
^{g^ljTTo) sur la strate Ig, attachés aux représentations JL~^(Sti(7ro)) des inversibles D^ig de 
l'algèbre à division centrale sur d'invariant \/lg. La propriété essentielle que l'on utilisera sur 
ces systèmes locaux est l'isomorphisme (IV. 2. 2. 12). 

On redonne en outre, d'après [5], la description de l'ensemble des points supersinguliers et on 
définit pour tout diviseur g de d = sg, le faisceau J^{g, s, tTo) à support sur les points supersinguliers. 
On notera par ailleurs que les T{g,l,'ïïo) ne sont pas à priori irréductibles car ils proviennent de 
la restriction à T^^^ig de JL~^(St;(7ro)). 

0.11. — Au deuxième paragraphe, on explicite le lien entre et lA^'^ et on introduit l'entier e^r^ 
qui est le cardinal de la classe d'équivalence inertielle, définition (IV. 2.1), de tTq. En particulier e^^ 
est égal au nombre de sous-représentations irréductibles de la restriction à 'D^ig de JL~^(Sti(7ro)). 

On rappelle alors le théorème (3.2.4) de [5] qui décrit les parties cuspidales des groupes de 
cohomologie des modèles locaux de Dclignc-Carayol. A ce propos, pour avoir un énoncé exact 
dans loc. cit., il faut considérer l'action naturelle de GLii{Fg) sur lÂp^ , tordue par g^ ^ *g~^ ; on 
introduira un tilde pour marquer cette modification. On rappelle alors le théorème (VII.1.5) de 
[14] qui donne le calcul de la somme alternée, dans le groupe de Grothendieck des GL^{Fo) x Wq- 

modules, E.(-l)'^F:'(JL"'(Sts(7ro))). 

En global l'isomorphisme (IV. 2. 2. 12) se traduit cohomologiquement par la proposition 
(IV.2.2.1). On introduit selon [19], pour toute représentation poo du groupe des inversibles 
de "1" 'algèbre à division centrale sur F^ d'invariant —1/d, le système local Cp^ sur les 

variétés Mj^o- On considère alors les groupes de cohomologie du produit tcnsoricl de ce dernier avec 
un système local d'Harris-Taylor. Le résultat fondamental qui résulte des arguments de comptage 
de points est la proposition (IV. 2. 2. 4) qui calcule la somme alternée des groupes de cohomologie 
à support compact des systèmes locaux d'Harris-Taylor, dans le groupe de Grothendieck des 
(D^)^ X Z-modules, où pour tout /i, Z est identifié au quotient D^h/V^y^ via la valuation de la 

norme réduite. On introduit pour cela le caractère S de Z — > défini par S(l) = K 

Ainsi les représentations automorphes H qui interviennent dans cette description ainsi que dans 
celle de la cohomologie de la fibre générique à valeurs dans Cp^ , vérifient des conditions Hyp(oo) 
à la place oo que l'on donne à la définition (IV. 2. 2. 2) : en résumé pour = JL~^(Sts(7roo)), il 
faut que Hqo soit isomorphe à Sts(7roo) ou à Spehj,(7roo). 

0.12. — Au troisième paragraphe le théorème (IV. 3. 1.1) est la motivation initiale de ce travail, i.e. 

décrire chacun des W^'*(JL^^(St,5(7ro))). Finalement on obtient un résultat plus précis, théorème 
(IV. 3. 2. 3), qui est la description des gradués de la filtration de monodromie-locale définie par 
Fargues dans l'appendice de [6] et de la suite spectrale correspondante. Le fait primordial démontré 
dans par Laurent Fargues est le théorème de comparaison à la Berkovich qui implique qu'en 
tout point géométrique de M'f^ , la filtration et la suite spectrale correspondante, induite par la 
monodromie globale sur le germe en ce point du complexe des cycles cvanescents, donne la suite 
spectrale de filtration de monodromie-locale du complexe des cycles évanescents du modèle de 



INTRODUCTION 



85 



Doligne-Carayol pour la hauteur h. On référera à ce résultat comme le théorème de comparaison 
de Berkovich-Fargues. 

0.13. — Le quatrième paragraphe est consacré aux énonces globaux. On commence, après avoir 
fait quelques rappels sur les faisceaux pervers §IV.4.1, par découper, proposition (IV. 4. 1.3), nos 
faisceaux pervers selon leur composantes isotypiques pour le sous-groupe d'inertie et on note 
ainsi grk.-K„ (rcsp. fjrk.p^.-Ko) la- composante Lg(7ro)|/^ -isotypiques du gradué grk (resp. grk,p^) pour 
la filtration de monodromie du faisceau pervers iîî'^^ (Q;)[(i — 1] (resp. iîî'^^ (>Cp^ ) [d — 1] pour 
Poo une représentation irréductible de D^), où tTo est une représentation irréductible cuspidale 
de GLg{Fo) avec 1 < gf < d. La représentation Lg{'Ko)\i^ n'étant pas irréductible, V^^ est le 
facteur direct de V sur lequel l'action de se décompose en une somme de sous-représentations 
irréductibles qui sont aussi des sous-représentations de Lg(7ro)|/^. 

On introduit ensuite §IV.4.2, certaines catégories de faisceaux pervers de Hecke qui fourniront 
le cadre catégoriel des différents complexe de faisceaux que nous considérerons dans la suite et 
on donne, définition (IV.4.3.1), un certain nombre de notations attachées aux systèmes locaux 
d'Harris-Taylor J^{g,l,TTo)i et aux faisceaux induits HT{g,l,Tro,lii) qui leurs sont associés sur la 
strate M^l^ où H; est une représentation de GLig{Fo) qui sera le plus souvent elliptique de type 
tTq. On introduit alors le groupe de Grothendieck 6 des faisceaux pervers de Hecke sur la tour des 
Mi,so munis d'une action compatible de (D]^)^ x Wg- 

On énonce alors les théorèmes globaux qui précisent, théorème (IV. 4. 4.1) (resp. (IV. 4. 4. 4)), 
les faisceaux pervers simples de iî^'j,^ (£p^ ) [rf — 1] (resp. des grk,p^,'Ko) en termes des faisceaux 
pervers j^J^HT{g, l, -Ko, Sti{'ïïo))[d - Ig] Lg(7ro)(- '%^+^ ) avec l^l^d/g (resp. |A;| < / < Sg et 
l = k- lmod2). 

D'après le théorème de comparaison de Berkovich-Fargues, le théorème local (IV. 3. 1.1) se déduit 
alors du calcul, théorème (IV.4.4.7), des faisceaux de cohomologie des jy!'^J^{g,l,T^o) et de la 
détermination, théorème (IV. 4. 4. 10), de la suite spectrale de monodromie associée. 

On donne ensuite le schéma de la preuve qui procède par récurrence en supposant connu 
(IV.3.2.3) pour tout d! < d. On renvoie le lecteur à §IV.4.5 pour un aperçu des implications 
logiques entre les divers énoncés locaux et globaux. 

0.14. — Dans le cinquième paragraphe, on démontre le théorème (IV. 4. 4.1), i.e. on donne l'image 

de ,-i^{Q^i)[d — 1] dans le groupe de Grothendieck (5 des faisceaux pervers de Hecke sur la tour 
des Mi^so- La preuve procède en plusieurs étapes. Tout d'abord de la description (IV. 2. 2. 12) des 

restrictions aux strates Mj=^^ des iî**^„(Q;) et du calcul (IV.2.2.13) de Eil-l)^^^^]' 
déduit, proposition (IV.5.2.2), l'égalité suivante où on a posé s g = [^J, la partie entière de d/g : 

[R%Mi){d -i]] = f;^ E ^EE(-i)'"' 

3=1 7roeCusp„(g) " i=l l=i 

\jf''HT{g,l,Ko, [i^l, /^].J[d - Ig] ® LgiTToX- h-2 + 2t-l ^^ (IV.0.2.8) 

L'étape suivante consiste alors à exprimer l'image des faisceaux pervers qui interviennent dans le 
membre de droite de l'égalité ci-dessus soit : 

[jf'HTig, l, TTo, [t^l].J[d - Ig]] = 

Sg—l 

J2 jfl'HTig, l + i, TTo, [Î31],^3?[î^],J[rf - (Z + i)g] ® (iv.0.2.9) 

i=0 

Pour prouver cette dernière égalité, on raisonne par récurrence descendante sur la dimension 
des supports des faisceaux pervers simples dans jf'''^ HT{g,l,no, [l — 'i-]vo)[d — Ig] en réinjectant 
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(IV. 0.2. 9) pour les différents l, avec g et tTq fixés, dans (IV. 0.2. 8). On argumente tout d'abord sur 
le fait que le membre de droite de (IV. 0.2. 8) doit s'écrire comme une somme à coefficients positifs 
de faisceaux pervers simples, autoduale pour la dualité de Verdier. 

On invoque ensuite le théorème de comparaison de Berkovich-Fargues afin d'utiliser l'hypothèse 
de récurrence sur les modèles locaux en hauteur h < d, afin d'obtenir des renseignements sur 
les germes aux points non supersinguliers de ces faisceaux pervers simples. On démontre alors, 
proposition (IV. 5. 3. 3), le résultat hors des points supersinguliers au sens où les égalités du théorème 
précédent et de (IV.0.2.9) sont vraies si on rajoute une somme alternée de faisceaux pervers à 
support sur les points supersinguliers. Le fait est qu'on utilise vraiment (IV. 2. 2. 12) et pas seulement 
un calcul de somme alternée des restrictions des faisceaux des cycles évanescents, ce qui explique 
l'indétermination au niveau des points supersinguliers. 

Le paragraphe (IV. 5. 4) est consacré à la détermination de ces faisceaux pervers ponctuels qui 
nous manquent. Une idée naive est que pour connaître un faisceau ponctuel, on peut commencer 
par calculer son groupe de cohomologie H'^. Étant donné un tel faisceau pervers ponctuel V à 
déterminer, nous verrons en fait que la connaissance de son suffit à le déterminer complètement : 
en effet grâce à (IV.5.2.18), nous montrerons que V contient J^{g,s,'ïïo) (S) (H; x[s — l — l]^^) (S) 

de sorte que V = T{g, s, tto) ® Iiix[s - l - 1]„^ (g) . 

On commence alors par calculer les groupes de cohomologie des faisceaux pervers d'Harris- 
Taylor, ou tout du moins leur n°°'°-partie, pour II automorphe vérifiant Hyp(oo) avec IIq = Sts(7ro) 
de sorte que, remarque (IV. 5. 4. 4), la condition Hyp(oo) implique que IIoo est isomorphe à St^' (tToo) 
pour un diviseur s' de d = s' g' et tToo une représentation irréductible cuspidale de GLg>{F^). On 
montre à la proposition (IV. 5. 4.1) que ceux-ci sont alors tous nuls de sorte que, d'après la propo- 
sition (IV.5.3.3), l'égalité (IV. 2. 2. 13) fournit, corollaire (IV. 5. 4. 6), le des faisceaux ponctuels 
manquant ainsi que leur détermination. Le théorème (IV.4.4.1) découle alors directement de ces 
résultats, cf. le corollaire (IV. 5. 4. 8). 

0.15. — Le sixième paragraphe est consacré, proposition (IV. 2. 2.1), au calcul des faisceaux de 
cohomologies des faisceaux pervers j^''^HT{g,l,TTo,^i)[d — Ig] en fonction des extensions par 
zéro jf''»iîT(c;,r, TTo, H; x'[/^^^T^]^J(g)S(''-')(5-i)/2. D'après la proposition (IV.5.3.3), on peut 
procéder par récurrence en utilisant la suite spectrale (IV. 4. 1.1 7) dont l'aboutissement est connu 
sauf au niveau des points supersinguliers. 

Ainsi ces faisceaux de cohomologie ne sont pas complètement déterminés aux points supersin- 
guliers mais il ne reste qu'un nombre réduit de possibilités, cf. le lemme (IV.6.2.5), que l'on peut 
obtenir, d'après (IV. 5. 3. 3), par récurrence en utilisant par exemple la suite spectrale (IV. 6. 2. 20). 

On donne ensuite, proposition (IV.7.3.1), une preuve de monodromie-poids. En égale car- 
actéristique ce résultat est connu et nous l'utilisons à maintes reprises, cependant, nous en 
démontrons un cas particulier qui dans la situation do caractéristique mixte fournira une preuve 
complète du théorème de monodromie-poids pour les variétés de Shimura de [14]. On remarque 
tout d'abord que pour s > 2, le raisonnement par récurrence implique le résultat de sorte qu'il 
reste à initialiser la récurrence et donc à prouver que pour s = 2, la monodromie n'est pas triviale, 
en particulier sur la cohomologie. En égale caractéristique le résultat est connu d'après [19] tandis 
qu'en caractéristique il est connu pour s = 2 et g = 1 d'après [8]. Le principe, qui nous a été 
suggéré par M. Harris, est de s'y ramener via un changement de base adéquat, cf. appendice A. 

(4) 



Notons par ailleurs que le cas général, i.e. g = 1 et s quelconque a récemment été prouvé directement par Yoshida 
et Taylor. 
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0.16. Au septième paragraphe, on prouve les théorèmes globaux sous la proposition (IV. 7. 1.1). 
D'après le théorème de comparaison de Berkovich-Fargues la connaissance du théorème local 
(IV. 3. 2. 3) revient à celle des germes aux points supersinguliers des faisceaux de cohomologie des 
faisceaux pervers d'Harris-Taylor ainsi que les flèches correspondantes dans la suite spectrale 
(IV. 4. 1.17). Si nous disposions du théorème (IV. 3. 2. 3) pour rf, le raisonnement de la preuve de la 
proposition (IV. 6. 2. 3) nous permettrait de déterminer complètement les faisceaux de cohomolo- 
gie des grk- Par souci d'efficacité nous montrons, proposition (IV. 7. 1.2), qu'il suffit, en utilisant 
l'opérateur de monodromie N, en fait de connaître les parties de poids s{g — 1) de l'aboutisse- 
ment de la suite spectrale de monodromie-locale de (IV. 3. 2. 3). On est alors ramené à prouver la 

proposition (IV. 7. 1.1), i.e. à déterminer les parties de poids s{g — 1) des Up^. 

0.17. - Le huitième paragraphe est consacré à la preuve de la proposition (IV. 7. 1.1). Celle-ci re- 
pose sur l'étude de la suite spectrale des cycles évanescents. Pour II une représentation irréductible 
automorphe de telle que XIq ~ Sts(7ro) avec tTq cuspidale, la n°°'°-partie de son aboutissement 
est connue d'après [19], ou peut-être rapidement recalculée à partir de la proposition (IV. 5. 4.1). 
La détermination de cet aboutissement nous restreint, corollaire (IV. 8. 1.3), alors le nombre de 

possibilités pour les Up^{3h~^{Sis{-ïïo)))- 

En utilisant une propriété, théorème (IV.8.2.1), d'invariance des W^/ sous l'involution de 
Zelevinski, il est alors possible de prouver la proposition (IV.7.1.1). Cependant la preuve de celle-ci 
repose sur tout ou partie du théorème de comparaison de Faltings à partir d'un énoncé similaire du 
coté espace de Drinfeld, ce qui dépasse le cadre de ce texte. Par ailleurs la preuve, dans le cas de la 
caractéristique mixte, de la conjecture de monodromie-poids version cohomologique demande une 
étude des n°°-parties des divers groupes de cohomologie, pour II automorphe vérifiant Ilyp(oo) 
et telle que 11^ ~ Speh,(7ro). La n°°'°-partie de la cohomologie de la fibre générique n'est pas à 
priori connue. On se propose dans un premier temps de la calculer, ou tout du moins les bouts de 
poids s{g — 1), le cas général étant traité, de manière indépendante, à la proposition (V.1.1). 

On calcule tout d'abord, proposition (IV. 8. 3. 4), les n°°'°-parties des groupes de cohomologie 
des faisceaux pervers d'Harris-Taylor. On en déduit alors, corollaire (IV. 8. 3. 5), la connaissance des 
n°°'°-parties de poids s{g — 1) des groupes de cohomologie de la fibre générique. Pour ce faire on 
utilise le théorème de Lefschetz difficile. On étudie alors, proposition (IV. 8. 3. 8), les n°°'°-parties 
des termes -Bf '"^ de la suite spectrale des cycles évanescents. 

On montre, qu'à travers les suites spectrales associées à la stratification, qu'en ce qui concerne 
les bouts de poids s{g — 1), seule la strate supersingulière contribue de sorte que l'on se retrouve 
dans une situation similaire à celle de [5] dans le cas cuspidal, oii les bouts de poids s{g — 1) des 
^p,9|-jjoc,oj gQj^^ j^^jg pour p 7^ 0. Cette constatation découle du contrôle, lemmc (IV. 8. 3. 10), des 
contributions des strates non supersingulières. La proposition (IV. 7. 1.1), découle alors directement 
de la connaissance des n°°'''-parties de l'aboutissement de la suite spectrale des cycles évanescents 
et du fait qu'en ce qui concerne celles de poids s{g — 1), celles-ci ne proviennent que des points 
supersinguliers. 

Note : pour les lecteurs qui n'ont pas lu les chapitres précédents, on leur conseille de lire toutefois 
le §11.1 qui rappelle la combinatoire sur les représentations elliptiques de GLd{Fo) due à Zelevinski 
(cf. [24]). 

IV. 1. Rappels des données géométriques 

IV. 1.1. Définitions. — - Soit cl : Wq — > le morphisme de la théorie du corps de classe 
qui envoie les frobenius géométriques sur les uniformisantes, i.e. val(cl(Fro)) = —1. 
- Pour Co G Wo, on notera deg(co) := val(cl(co)). 
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- Étant donnés une représentation complexe ao (resp. tTq) de Wo (resp. de GLd{Fo)) et un 
entier r, on notera (To{r) (resp. TToir)) la représentation Œo (S> |c1|'' (resp. iïq ® \ det Y ). 

IV. 1.1. Le modèle local de Deligne-Carayol. — Pour tout n ^ 0, Def^ représente le 
foncteur des déformations de niveau n, par isogénies, du Oo-niodule formel de hauteur d sur F^. 

IV. 1.1.1 — Soit alors ^'^*„ le Q;-espace vectoriel de dimension finie obtenu via la théorie de 
Berkovich comme le i-ème foncteur des cycles évanescents associé au morphisme structural 

SpfDef^ — > SpfÔJ^''. 

Cet espace vectoriel est muni entre autre d'une action de GLdiOo) qui se factorise par le morphisme 
surjectif naturel GLd{Oo) — > GLd{Oo/À4g) et on pose 

-î-^; = limM'^; „ 

de sorte que pour K^^n Ker(C'„^ — > (Oo/A^J^)^), = (*^^^)^o,". On introduit le groupe 

A/q (resp. Afg) défini comme le noyau de 

) G GLd{Fo) X D^^ xWo^ val(det((?-i)rn((5o)cl(co)) G Z 

(resp. composé avec la projection canonique Z — > Z/dZ). 
Remarque : Parfois on précisera la dimension en notant Mo{d). 

IV. 1.1. 2 — Pour un caractère d'ordre fini de , on note ^p^^^^ la ^Q-composante isotypique 
oià est la restriction de à . Ainsi '^p^ (resp. ^p^) est muni d'une action de Af^ (resp. 
de ATo). 

IV. 1.1.3 — Dans la définition de DefJ^, il est agréable de considérer plutôt les déformations 
par quasi-isogénies ce qui donne un schéma formel SpfDeff'^ ~ JJzSpfDeff de sorte que la 
construction précédente fourni des Q( -espaces vectoriels Up'^^ ~ {W^'J^"'^ 

ou 

est une représentation de GLci{Fo) x I?^^ x Wg. 

IV. 1.1. 4 — Pour toute représentation admissible irréductible Tq de D^^ de caractère central 
^o, la réciprocité de Probenius donne que la composante isotypique ^Fo,|<,('^o) isomorphe à 
Hompx (res x'' To,\[' i) où l'action de {go,(^o) est donnée par celle de (goî^cCo) € J\fg pour 
ôo € quelconque. 

IV. 1.2. Les variétés globales et les systèmes locaux d'Harris-Taylor. — Par souci de 
simplicité, les notations et le contexte sont ceux de [19] et [5], i.e. le cas d'égale caractéristique. 
Les résultats que nous rappelons sont une traduction de ceux de [14] et peuvent être trouvés 
dans le chapitre I. Il se trouve que les preuves qui suivent reposent formellement sur les propriétés 
cohomologiques ci-après de sorte que les résultats que nous obtenons sont également valides en 
caractéristique mixte dans le cadre de [14] ; nous donnerons dans l'appendice A le dictionnaire 
entre nos notations et celle de [14] et nous préciserons où trouver les propriétés cohomologiques 
que nous utilisons ; pour de plus amples détails on renvoie à [6] . Les données sont alors : 

(1) une tour de schémas (M/ o)/ définis sur le trait SpecOo et indexés par les idéaux I de A; 
cette tour est munie d'une action, par correspondances, du groupe (D^)^ ; 

(2) pour une représentation irréductible du groupe des inversibles de l'algèbre à division 
centrale sur F^ d'invariant — un système local £p^ sur les M/^q ; 



(5) cf. [9] ou [5] 
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(3) une stratification de la fibre spéciale Mj^s^, par des sous-schémas fermés Mf^^, pour 1 < 
h ^ d, de pure dimension d — h, telle que'®) le complété de l'anneau local de Mi,o en tout 
point géométrique de Mf^ est isomorphe à Defjj[[a;", • • • ,x2_h]]- Par ailleurs les inclusions 
j^'' : Mf^^ ^ M^^^ sont affines; 

(4) les strates non supersingulières, i.e. h ^ d, sont induites, au sens oii il existe un sous-schéma 
fermé Mf^ ^ de Mp^ muni d'une action par correspondances de Ph,d{Fo) telle que 

MroMn,s„ = Mro!V,„,,^,i XpoyajM^) GLaiOo/M:), 

où l'action de ( " et ] factorise par (— val(det(sfo)), g^*) e Z x GLd-h{Fo) et oii Frobo 

agit via (-1, Id-h)- Pour tout g G GLd{Fo) d'image a e GLd{Fo) / Ph,d{Fo), on notera Mf^^^^a 
l'image par g de Mf^ j et Ph.d,a le parabolique correspondant ; 

(5) pour Tq une représentation irréductible de D^^, un système local ^T„,i,a sur ^; on 
note J^roj ■= ^To,i,a ^Ph,d,a{Oo/M^) GLd{Oo/M'2) où n = multo(7) ; 

(6) Soit D l'algèbre à division centrale sur F telle que ' ~ ^'a' " (resp. Dqc) est 
l'algèbre à division centrale sur Fq (resp. sur -Foo) d'invariant 1/d (resp. ^1/d). Pour tout idéal 
I de A, l'ensemble des points supersinguliers Mf ^ (F,) est en bijection avec le (D^)^ x Wo- 
ensemble 

D''\[(DT'y/KrfxZ] 

où l'action de Cq G Wg est donnée par la translation de — deg(co) sur la composante Z et où 
l'action de g°° G (Z)^)^ est donnée par la correspondance 




où J est un idéal de A tel que K^'f C K"^'" fl {g'^'°)'^^ K'^f g°°'° , avec Ci (resp. C2) induit 
par l'inclusion K^f C K^f (resp. par la multiplication à droite de {g°°'°)~^ sur {D'^'°)^) 
et la translation de — val(det((7o)) sur la composante Z. 

IV. 1.2.1. Définition. Pour tout diviseur g ded = sget toute représentation irréductible 
cuspidale ttq de GLg{Fo), on notera T{g,s,-Ko,I) le faisceau concentré aux points supersin- 
guliers 

D\[{Dt'y/K^f X (Z X (JL-i([^l].J)^o")] 

avec n = multo(/) et où l'action diagonale de D est donnée par translation à droite 
sur [Dp^' par translation de valeur — valrn(.) sur Z et par l'action naturelle sur 
JL-i([^],J. 



C'est l'équivalent du théorème de Serre- Tate. 
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IV. 2. Rappels des propriétés cohomologiques 

IV. 2.1. Définition. - Soit To une représentation irréductible de D^^, sa restriction à 'D^f^ est 
une somme de représentations irréductibles 

et on notera e^_^ le nombre de celles ci. Etant donnée une représentation irréductible po de 
soient alors Tq et des sous-représentations irréductibles de l'induite de ^ à D^^^ de po ■' 
d'après la réciprocité de Probenius, ce sont exactement celles telles que leur restriction à "D^ ^ 
contienne po- On en déduit alors que To et sont inertiellement équivalentes, i.e. t'^ 
avec S,o '■ 5 ^ ^v(dctS) p^^j, x G Q; . On note €h l'ensemMe des classes d'équivalences iner- 
tielles des représentations admissibles et irréductibles du groupe D^j^. De la même façon, deux 
représentations tto et tt^ de GLg{Fo) seront dites inertiellement équivalentes, s'il existe un car- 
actère Ç : Z — > tel que tTo — tTq o Ç o valodet et on notera Cusp^ l'ensemble des classes 
d'équivalence inertielle des représentations cuspidales de GLg{Fo) ainsi que e,ro cardinal de la 
classe d'équivalence inertielle de tTq. 

IV. 2. 2. Définition. — Soit Gq une représentation irréductible de Wg- Une représentation de Iq 
sera dite Uo-isotypique, si ses sous-représentations irréductibles sont aussi des sous-représentations 
irréductibles de la restriction à Iq de <Jo- 

Remarque : Si une représentation de Iq est (To-isotypique et o-Q-isotypique alors (Tq et a'^ sont 
inertiellement équivalentes. 

IV. 2. 3. Lemme. — Pour tout entier g et toute représentation irréductible cuspidale ttq de 
GLg{Fo), ejL-i([Ji:ï]^j = 

Démonstration. — On rappelle que l'entier en question correspond au nombre de caractères 
de Z tels que Tq — Tq ® Ço o valo det en notant Tq = JL~^([s — V\-k„) ; par Jacquet-Langlands c'est 
aussi le nombre de caractères de Z tels que 

[s - l]7r„ ^ [s - (8) (Co O valo det) ~ [s - l]^„<8.({„ovalodet) 

et donc au nombre de caractères tels que tto — tto® io ° valo det, d'oii le résultat. 

□ 

IV. 2.1. Sur le modèle local. — Soit To une représentation admissible irréductible de -D^^. 
L'espace que l'on souhaite étudier est le {GLh{Fo) x Wir^)-module 

Hom^x (To,ZY^'')=ZY^f(To)~*^f(To):=Hom^x {to,^V) 

o,h o o o o 

IV. 2. 1.1 — Pour tout To, on a un morphisme naturel de A/'o-modules : 

qui envoie / i; sur f{v). On note ^'^'^[to] l'image de ce morphisme et soit ^'p^ ^[to] la préimage 
de *^f[To] dans*^''„.Le sous-module 'î'^''[to] ne dépend que de la classe d'équivalence inertielle 
de Tq. Le groupe étant compact, on a 

Soit A^^ un ensemble d'éléments de tel que les congruences des val(det5) pour 5 G A^^ 

forment un système de représentants de Z/ct-^Z. L'application 
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OÙ ^^'*[to]'' est l'espace ^'^''[ro] muni de la structure de jVo-module où {go,So,Co) agit via 
{go,6~^ôoS,Co), est un isomorphisme de TVo-modules. 

IV. 2. 1.2. Définition. On notera ZY^''(ro) l'espace Up'^{To) où l'action de GLh{Fo) est tordue 
par l'application Qo *'gô^- 

IV. 2. 1.3. Théorème. — (cf. [5] théorème (3.2.4)) Pour toute représentation irréductible cus- 
pidale -Kq de GL4{Fo), Up^ {3L~^ {wo)) est nul pour i ^ d — 1 et 

IV. 2. 1.4- Théorème. — (cf. [14] théorème VII. 1.5, ou le théorème (111.2.1)) Pour tout diviseur 
g de d = sg et toute représentation irréductible cuspidale ttq de GLg{Fo), on a 

i=0 

Y^i-mT^î^iJ].^ L,{no){- '^^'' ' (IV.2.1.10) 

ou de manière équivalente 

i=0 

t^l^U ^ LMi- ^ + ^ - 2 - (IV.2.1.11) 
i=i ^ 

IV. 2. 2. Sur les systèmes locaux d'Harris-Taylor. — Dans la suite nous ne considérerons 

plus les schémas sur Fp, Mj^soi ... mais plutôt les Fp-schémas M/.g^ Xp^ Fp, Mf'^ Xf^ Fp... 

Afin de ne pas alourdir encore plus les énoncés, nous garderons les mêmes notations, par exemple 
Mi^so désignera ce que l'on devrait noter M/,s^ Fp. 

Les systèmes locaux Tr„ d'Harris-Taylor sont tels que la restriction à Mf^ ^ du i-ème faisceau 
des cycles évanescents iî*4'^^^/(Q;) vérifie 

{R'^r,M))Mrt 1 ^ ® (-^r»,/ ^Z^^Jo))"/^-, (IV.2.2.12) 

où n = multo(/) et où l'action l'action d'un élément {g°° '° , gf' , go-, i"-, Co) € {^a'")^ ^ GLj,-ig{Fo) x 
GLig{Fo) X Z X Wo est donnée par l'action naturelle de 

{g°°'",gf,r- va^det^S) - deg(co))) e (D'^'^V x GLd-ig{F,) x Z 

sur la tour des {Tto,i)i au dessus de M^^^ i, et par celle de {g'à,Co) sur la tour des (^p^'*„(To))n- 
L 'isomorphisme (IV.2.2.12) implique alors la proposition suivante. 

IV. 2. 2.1. Proposition. — Pour touti,j, on a un isomorphisme canonique 

Ta es h 

avec m = multo(7) et tel que l'action de {g°°'° ,g%gf ,(Jo) & {D'^'")'' xGLh{Fo)xGLd_h{Fo)xWF, 
sur la limite inductive ^"^^ du membre de gauche, induit l'action de 

{g^'", gf, - val(det5S) - deg(a„)) ® (5^, a^) 

f^Hndexée par les idéaux I = 
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sur la limite inductive du membre de droite. 

Remarque : Les systèmes locaux Tto,i sont pas irréductibles mais plutôt une somme directe de 

systèmes locaux irréductibles. La complexité de l'écriture de (IV. 2. 2. 12), est la contre-partie 
de la simplicité de la description de l'action de GLd{Fo) x Wo qui tient au fait que l'on a fait 

apparaître Z^]J''(to) plutôt que Hom^x (po,^^'*) avec po une représentation irréductible de Iq de 

° o ,h ° 

sorte que ce dernier est seulement muni d'une action de Mo H {GLh{Fo) x f^). 

IV. 2. 2. 2. Définition. — Dans la suite, pour p^o une représentation irréductible de -D^, qui 
est "1" 'algèbre à division centrale sur Fcyo d'invariant — ^/d., on considère pour une représentation 
automorphe H de D^, l'hypothèse Hyp(poo) suivante : si p^o = Ji~^(Sts(7r(x>) pour tTc» une 
représentation irréductible cuspidale de GLg{Fac) pour d = sg, alors Hoo est soit isomorphe à 
(s)^^ soit à (.s)^^ . Plus généralement on notera Hyp(oo) l'hypothèse sur II qu'il existe Poo tel que 
n vérifie }iyp{p^). 

Remarque : Dans le cas de caractéristique mixte la condition Hyp(oo) est rappelée dans l'appendice 
A. 

On note [iî,t,p^,rj — Y^i.-"^)' ^!^[K{W!i,,i. ^r„,i ® ^p^)] dans le groupe de Grothendieck 

i I 

des représentations admissibles de {D"^'")^ x GLd-h{Fo) x Z. 

IV. 2. 2. 3. Définition. — Pour tout entier /i, on considère l'identification canonique _D^^/I?^^ — 
Z défini par la valuation de la norme réduite. On notera S : Z — > le caractère défini par 
2(1) = 1 

IV. 2. 2. 4- Proposition. — Pour H une représentation de D^, on a alors 

\H* (n°°'°)l = { ^(n)m(n) Red^^(no) si vérifie Hyp(oo) ^ 2 13) 

y h,p^,T„\ )l I g sinon ■ ■ ■ ) 

où e(n) est un signe qui dépend de H, m(n) est la multiplicité de II dans l'espace des formes 
automorphes et Red^^ : Groth(GLci(.Po)) — > Groth(£>^^/I>^^ x GLd-h{Fo)) est défini comme la 

composition des deux hom,om,orphismcs suivant : 

- en premier lieu, on a un homomorphisme 

Groth(GLd(Fo)) Groth(GLft(Fo) x GLd-h{Fo)) 

- ensuite on a un homomorphisme 

Groth(GLh(F„) x GLa-h{Fo)) Gvoth{DlJVl^ x GLd-h{Fo)) 
[a ® /?] ^ Ev. yo\{DlJF^,dho)-^l^ a(</'JLK®V'-))[V' ® /?], 

où tjj décrit les caractères de Z ~ ^oh/'^oh ^^^^ ^ Tq (g) oni le même caractère 
central et où l'on considère des mesures de Haar associées sur GLh{Fo) et D^^. 

Remarque : En égale caractéristique on a e(n) = 1 (resp. e(n) = (—1)*"^) si II ~ Sts(7roo) (resp. 

Hoo — Spoh, (ttoc)) pour ttoo une représentation irréductible cuspidale de GLg{Foc) avec d = sg. 
En caractéristique mixte, e(n) = 1 (resp. e(n) — (—1)*"^) s'il existe une place x tel que n^, est de 
carré intégrable (resp. n^; ~ Spehj,(7ra;) pour tï^ irréductible cuspidale de GLg{Fx) avec d = sg). 
(8) 



L'auteur n'est pas certain qu'en caractéristique mixte, le cas Ylx — Spehj(7ra;) soit connu, de sorte qu'on en 
donnera une preuve. 
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Pour toute représentation irréductible p^o de Z)^, on note la composante Pcxa-isotypique 

de C^{D''\(D^r). 

IV. 2. 2. 5. Proposition. — Pour touti, on a un isomorphisme {D^)^ x Wo-équivariant 

limF0(M/,,^,iî'*,„,K>C.„))^Hom^x((C^_^^)\z5?) (IV.2.2.14) 

IV. 3. Enonces des théorèmes locaux 

IV. 3.1. Groupes de cohomologie des modèles de Deligne-Carayol. — Considérons le 
complexe à flèches nulles 

ML'{s) := ® |cl|(^-i)/2, (ï, ® |cl|(*-3)/2^ . . . ^ ® |cl|(i-'')/2) 

JL-i(St,,(lo)) ® Lg(lo)((l - s)/2) 



011 [s — l]i^ est placé en degré 0. Par définition, pour tTq une représentation cuspidale de GLg{Fo), 
on pose 

TTo o ML* {s) := {[V^IU ® |cl|(^-^)/^ [T, ® |cl|(^-3)/2, . . . ^ Çri]^^ ^ |cl|(i-«)/2) 

(g) JL-i(St,(7ro)) o Lg{-Ko){{l - sg)/2) 

IV. 3. 1.1. Théorème. — Pour tout d, on a 

g\d TToGCuspg 

d=sg 

où Cuspg désigne l'ensemble des classes d'équivalence des représentations irréductibles cuspidales 
de GLg{Fo). 

IV. 3. 1.2 — Autrement dit, pour tTo une représentation irréductible cuspidale de GLg{Fo) on a : 



oîi [ i , s — i — i]7r„ est l'unique quotient irréductible de l'induite 

^^^p., sl{FoYv StiKl ^ )) ® Speh,_i(7ro( ^ )). 

Remarque : De manière équivalente on a 



IV. 3. 2. Filtration de monodromie-locale. — On rappelle le théorème principal de l'appen- 
dice de [6], fournie par Laurent Fargues. 

IV. 3. 2.1. Théorème- définition. — (cf. le théorème principal de l'appendice de [Q\) Soit X 
SpecOo un morphisme propre d'un schéma X de type fini de dimension d sur le trait SpecOo- Le 
complexe des cycles évanescents iî^'^^(Q;)[d— 1] est un faisceau pervers muni d'une action de Wo 

qui fournit une filtration de monodromie dont on notera grk les gradués et on considère la suite 
spectrale = h^^^ gr^i iî*'*^"''^''^^^',,„(Q/). Pour tout point géométrique x de la fibre spéciale 
Xg^, en considérant les germes en x des h^gr^, on obtient une suite spectrale 

dont la nature est purement locale de sorte que siY ^ Spec Oo est un autre schéma avec un point 
y tel que le complété formel de l'anneau local de Y en y est isomorphe, en tant que Oo-schéma 
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formel, au complété formel de l'anneau local de X en x, alors pour tout r > 1, on a Epi. = E^'^y. 
La filtration ainsi obtenue sera dite de monodromie-locale. 

IV. 3. 2. 2 — Pour tout s > 1, on introduit une suite de bicomplexe MLEl'^{s) définit comme suit : 

- pour r = 1, Af LE\^-' (s) est nul pour |j | ^ s ou j = s mod 2 ou z + j > ou i < (1 — s — j)/2. 
Sinon pour j = 1 — s + 2r avec 0<r<seti = s — 1 — 2r — fc avec ^ /s < (,s — 1 — j)/2, on a 

MLEl-^-^''-^^^-'+'''~{s) = [s-l-fc]i„7[fc^]i<, ® |cl|(*-i-2'^)/2 

- les flèches d^'' se déduisent des suites exactes courtes (IV. 3. 2. 15) ; 

- pour tout r > 2, MLEl:^{s) = MLE2'' {s) est nul pour |j| > s ou j = s mod 2 ou 2i ^ 1 — s — j, 

et 

MLEl-'+-'^^-'+^^ = [s-l-r,y]i„ ® |cir(^-i-2'-)/2 

Par exemple pour s = 4 on a représenté à la figure (1) les MLE]^-' [A) et MLE^{4:). 

Nous allons en fait prouver l'énoncé suivant dont découle directement le théorème (IV.3.1.1). 

IV. 3. 2. 3. Théorème. — La filtration de monodromie-locale du complexe Up* ^ est équivariante 
pour l'action de l'algèbre de Hecke Hn = C°^'{Ko,n\GLd,{Fo)/ Kg^n) et celle de Iq ; en outre pour n 
variant, les filtrations de monodromie locale forment des systèmes inductifs compatibles à l'action 
des correspondances de Hecke. Les termes -E* de la suite spectrale associée 

phi — nr , , . J ,d,d-l+i+j 

vérifient 

E:i-lV{^)= JL-\^is{''^o))®{noOMLEl\s)) 

g\d=sg TToeCuspg 

IV. 3. 2. 4 — Autrement dit, les gradués grd,n,ioc,k vérifient les propriétés suivantes : 
(1) pour tout fc, grd,n,ioc,k est une somme directe 



9'^d,n,loc,k,'n 



g I d=sg 

où en tant que /o-module, grd^n,ioc,k,-Ko est Xg(7ro)-isotypique au sens de la définition (IV. 2. 2) 

(9) 

(2) les 

9i"d,n,ioc,k,Tra sont nuls pour |fc| ^ s et pour |fc| < s, ses groupes de cohomologie 
h^grd,n,loc,k,TTa sont nuls pour i < d — s + \k\ et pour i ^ d — s + fcmod2 ; pour d — s + \k\ < 
i = d — s + \k\ + 2r ^ d — 1, h'^~^~^^''^'^^^grd,ioc,k,iTa est l'espace des vecteurs invariants sous 
Ko,n C GLd{Fo) de l'espace suivant : 

i + fc. 



JL-i([s - 1],J ® [|fc| + 2r],„ X [s - 2 - 2r - <S) Lg{-Ko){--^); 

(3) la suite spectrale -EÎ'_gr,(oc,7r„ = h""^^ gi'd,n,ioc-i,T^„ ^ ^f^X^ dégénère en E2 et ses d^ se 
déduisent des suites exactes courtes 



^ [/ - 1, s - [l- IItto X [s - ; - l]^„ ^ [l ,s-l- ^ (IV.3.2.15) 



(^■'Sans utiliser le fait que les Lg{TTo) décrivent l'ensemble des représentations irréductibles de Wo, l'énoncé dit que 
pour (To qui ne serait pas de la forme Lgijro), grd,loc,k,ao 
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IV. 4. Énonces des théorèmes globaux 

IV. 4.1. Rappels sur les faisceaux pervers. — Pour X un schéma séparé de type fini sur un 
corps, on considère la t-structure perverse autodualc sur D^,{X,Qi). On reprend les notations et 
les résultats de [2] : en particulier quand il n'y a pas de confusion relativement à X, on note pour 
a e Z, Pt^", Pt^" les foncteurs de troncations de := £)^(X,Q;) dans D^" := £)^(X,Q;)^« et 
D^" := £)^(X,Q;)>°, Perv := D^^ n D^^, pH° := Pt^^Pt^^ : — > Perv. 

IV.4-1-1- Définition. — Soit CTo une représentation irréductible de Wo- Un faisceau pervers P 
irréductible, de la forme j\^C pour j : U ^ X localement fermé et C un système local sur U, muni 
d'une action de /q, sera dit (To-isotypique si C l'est au sens de la définition (IV. 2. 2). 

IV.4-1-2. Lemme. — Soient Uo,i et ao,2 des représentations irréductibles non inertiellement 
équivalentes de Wo et soient Pi, P2 des faisceaux pervers muni d'une action de Iq, respectivement 
<7os et ao,2 isotypique. Si ip : Pi — > P2 est un morphisme de faisceau pervers lo-équivariant, pour 
tout i, on a h^ip = 0. 

Démonstration. — C'est immédiat. 

□ 

Le lemme (5.3.6) de [2] donne alors la décomposition en somme directe suivante. 

IV.4-1-3. Proposition. — Tout faisceau pervers P surX muni d'une action delg s'écrit comme 
une somme directe 

où la somme porte sur les classes d'équivalence inertielle des représentations irréductibles de 
Wo et où Pct„ est <Jo-isotypique au sens de la définition (IV. 2. 2). En particulier pour tout point 
géométrique x : Specii' — > X, {Paa)x est une représentation a o -isotypique. 

IV.4-1-4- Corollaire. — Soit P un faisceau pervers sur X muni d'une action compatible de 
Wo- On considère sa filtration de monodromie et on note grkP son gradué de poids k. La suite 
spectrale 

^l,gr,glob ~ '* !)' =^ " ^ 

est la somme directe sur les classes d'équivalence inertielle des représentations irréductibles Œq de 
Wo des suites spectrales 

Eiir,çiob,a. = h'^'gr-,P.^ =^ h'+^ P.^ (IV.4.1.16) 

IV.4.1-5 Le complexe des cycles évancscents B''^ria,i{Qi)[d— 1] sur M/_,,^ est un faisceau pervers 
muni d'une action de Wp^ ; on considère alors sa filtration de monodromie et on note grk,i son 
gradué^^^^ de niveau k. On note N le logarithme de la partie unipotente de la monodromie de 
sorte qu'en particulier on a 

n'' : gruj ~ gr-k.i- 
On pose grk = {grk,i)i, et on dispose alors de la suite spectrale 

Kigr,çiob = h'^'{gr-u) ^ h^+HR.^,.^.im)[d - 1] = R'^'^'-'^n^AQi) 

équivariante sous l'action de {D^)^ x Wo, qui, d'après le corollaire précédent, se scinde en une 
somme directe portant sur les classes d'équivalence inertielle des représentations irréductibles CTo 
de Wo : 

Ei±gr,giob,a. = h'+^ gr-i,i,.„ => (iî*^„,/,.„ (Q;)) M - 1] = (Q;) (IV.4.1.17) 



('^'^'en égale caractéristique, les gradués gri^j de la filtration de monodromie sont purs de poids k + d — 1, i.e. les 
gradués de la filtration de monodromie sont purs. 
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IV.4-1-6. Définition. — Pour poo une représentation irréductible de D^, on notera grkj,p^ 
le gradué de R'^j^^j{Cp^) soit gvk.i.p^ — grkj (S Cp^. Pour (Tq une représentation irréductible 
de Wo, on notera gTk,i,p^,ao •= gfk,i,ao ® ^p^ - Pour tTq une représentation irréductible cuspidale 
de GLg{Fo), on notera grk,i,'„, (resp. grk,i,p^,'Ko) Pour grkj^Lgiwa) (resp. grkj,p^,Lg{no)) et de 
manière générale on mettra un indice ttq en lieu et place de Lg{'ïïo)- 

IV. 4. 2. Définition de la catégorie des faisceaux pervers de Hecke sur Xx. — Il s'agit 
ici de donner le cadre catégoriel pour les énoncés et les preuves des résultats des paragraphes 
suivants ; ce qui suit m'a été suggéré par Jean-François Dat. 

IV. 4-2.1. Définition. — On considère un groupe G et on considère un ensemble T tel qu'à tout 
/ G I soit associé un sous-groupe compact /C/ de G. On met sur J une relation d'ordre partiel 
J C / si et seulement si /Cj est un sous-groupe distingué de /C/. Un schéma de Hecke pour {G,T), 
est un système projectif de schémas 

Xi = (X/)/gi 

relativement à des morphismes finis rjj : Xj — > Xj de restriction du niveau, tel que pour tout 
g G G et tout J C I tels que g~^JCjg C /C/, on dispose d'un morphisme fini de schémas 

[g]jj -.Xj^Xi 

vérifiant les propriétés suivantes : 

- pour tout 5 e /C/ et tout J C /, [g]j,i ■ Xj — > Xj est égal au morphisme de restriction du 

niveau rjj ; 

- pour tout g, g' G G, et tout K <Z J d I tels que g^^JCjg C /C/ et {g')~^KKg' C /Cj, on a 

[g\j,i o [g']K,j -.Xk^Xj^Xi 

est égal à [gg']K,i- 

- pour tout J C I, Xj/JCi ~ Xj, où g G JCi agit sur Xj via [g]jj ; autrement dit rjj : Xj — > 
Xj est un bon quotient de Xj par /C///Cj. 

Exemples : I est l'ensemble des idéaux I de A, avec Xj = Mj^o, ^i,so avec G = (D^)^ ou 
Xi = MfX,v Mfl , avec G = (£»^'°)x x PhAFo)- 

IV. 4-2. 2. Définition. — Soit Xj = {Xi)i un schéma de Hecke pour {G,X), on définit alors la 

catégorie FPHoiXj) (rcsp. FHg(Xi)) des faisceaux pervers (resp. des faisceaux) de Hcckc sur Xj 
comme la catégorie dont les objets sont les systèmes {J^i)iqx où J^i est un faisceau pervers (resp. 
faisceau) sur Xi tels que 

- pour tout g e G et J C / tel que g~^Kjg C /C/, on dispose d'un morphisme de faisceau sur 
Xi : 

ujj{g) : Ti — > [g\j,i,*Tj 
soumise à la condition de co cycle habituelle 

UK.iig'g) = [g]j,i,*(uK.^j{g')) ° ujj(g) 

- pour tout g G ICi, ujj{g) se factorise par les /C/ invariants, i.e. induit une flèche J-/ — > 
fj,i,*^f' où J^f' désigne le sous-faisceau de J^j invariant par tous les uj^j{g) où g décrit /Cj. 

Les flèches sont alors les systèmes (//)/ei avec // : Ti — > T'j tel que le diagramme suivant 
soit commutatif : 

:F: ^[<7]..z,.(^,/) 



// [9\.J,i,*Uj) 

-37/ r , X 
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IV. 4-2. 3. Proposition. — Pour tout schéma de Hecke Xx, la catégorie FHg(Xi) (resp. 
FPHg(Xx)^ est abélienne (resp. abélienne et artinienne). 

Démonstration. — Elle ne présente aueune difficulté. Montrons par exemple l'existence d'un noyau 
pour / = (// : J^i Les catégories à niveau fini étant abélienne, soit pour tout /, Qi un 

noyau de //. On a alors le diagramme commutatif suivant : 



Qi 
I 
I 

y 



uj,i{g) 



I 
I 

V 

[g'g]K,jAGK) 



[s] J,-r,.(«if,j(s')) 

[9[g]K,j,,{ff<) 



lg]j,i,*{uK,j{g')) 

W9]K,jA^Kf-^^%^9]K,jA^K) 
De la propriété universelle du noyau Gj (resp. Gk), on en déduit une flèche 

uj,i{g) : Gi — > [9\j,iAQj) 

(resp. [g\K,jA'^K,j{9')) ■ [9]j,iASj) 

la propriété de cocycle pour G découle alors de celles pour et J^' via la commutativité du 
diagramme précédent. De la même façon, en utilisant la propriété universelle du noyau et la 
commutativité du diagramme suivant 



[9'9]k,jASk)) 



Gi 

I 
I 

Y 



•ijj{g) 



tjjAQj 



■rjjA^j)'''''-^rjjA^'j)''' 



on obtient que pour tout g G /C/, ujj{g) induit une flèche Gi — * rjj^t,Gj' ■ 



□ 



Remarque : Dans la suite du texte, les faisceaux de Hecke que l'on considérera seront tels que 
pour g e /C/, ujj{g) induit un isomorphisme J^i — > rjj^t,J^f' , de sorte que par exemple, les 
invariants sous /C/ de la cohomologie en niveau J, est isomorphe à la cohomologie en niveau /. 
Cette propriété est clairement conservée par passage au noyau mais ne l'est pas pour les conoyaux. 
Cela étant, on remarquera que les constructions des paragraphes suivants se font toujours par des 
noyaux à partir d'une flèche entre deux faisceaux vérifiant cette propriété additionnelle de sorte 
que tous les faisceaux que l'on construit la vérifient aussi. 

IV. 4 -2. 4- Notation. — Pour T = {Ti)i^x un objet de FPHg(^i) ou de FHg(^i), on notera 
H^{T) pour la limite inductive limiï*(X/,^/). 

IV. 4-2. 5. Proposition. — Soient Xx, Xx et Yx des schémas de Hecke pour {G,l) tels que 
jx ■ Xx ^ Xx soit un système projectif d'inclusions affines G-équivariantes etYx = Xx\Xx. On 
dispose alors des Joncteurs 



juRj.Ju : FPHg(Xi) FPHg(Xi) 
et pour i :Yx := Xx — Xx ^ Xx des Joncteurs 
i, = ir. FPRg{Yx) FPHg(Xi) 



: FPHg(Xi) FPHg(Xi) 



Pi*, PRi- : FPHg(Xi) FPHg(Ii) 



Démonstration. — On commence par rappeler la proposition suivante tirée de [2] 
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IV. 4-2. 6. Proposition. — (cf. proposition 1.3.17 de [2]) Pour tout fondeur exact f, on note 
Pf pour ^H^f comme foncteur sur la catégorie des faisceaux pervers. 

(i) Si f est t-exact à gauche (resp. à droite), ^f est alors exact à gauche (resp. à droite). Par 
ailleurs pour dans D^^ (resp. D^^), on a 

Pf{PH°J^)^PH°f{J^) (resp. pH° f{J^)^Pf{PH°J^)). 

(a) Soit {f~^,f+) une paire de foncteurs exacts adjoints; pour que /+ soit t-exact à droite, il 
faut et il suffit que /+ soit t-exact à gauche et dans ce cas {Pf~^,Pf+) forment une paire de 
foncteurs adjoints. 

(m) Si fi : D\ i ^ D'^ ^ et f2 ■ D\ 2 D\ 3 ■^'''^^ t-exacts à gauche (resp. à droite), alors /2 o fi 
l'est aussi et P{f2 o /i) = Pf2 o /i. 

On rappelle que j\, Rj^, j*, ù sont t-exacts et donc égaux à leur version perverse alors que 

i* est t-exact à droite. De même les morphismes rj j et [g]jj étant finis, rjj (resp. est 
t-exact à droite (resp. t-exact) de sorte que (^r} j, ^'rj,/.,) et (^[g],jj.* = [g]j,i,*,^[g]',j i) f^orment 
des paires de foncteurs adjoints avec ^rjj et P[g]ji (resp. ^rjj^^, resp. P[g\j,i,*) exacts à droite 
(resp. à gauche, resp. exact). Pour J c I, considérons le diagramme suivant : 




Soient alors {J^i)iex un objet de FPH(Xx) et g, J,I avec ujj{g) : Tj 
cation de -Rji,* (resp. ji.\), on obtient 



[g]j,i,*{^i)- Par appli- 



Rji,*^i 



(resp. ji^\T/'''^^'^^^\jL\[g]jj^\{Tj) = [.9],7j,,(.Ù!-^j)) 
En ce qui concerne .71.1*, on considère le diagramm(^ commutatif suivant : 



o^jiM^i) 



^RjiA^i) 

R3i,-{uj,i{g)) 

Rji,* ° [9]j,i,*{^i) 



^ i/,* o PiJ o RjiA^i) 

ir,,o^i'ioRji,*{ujj{g)) 

^ il,* o Pi} o Rjj^^ o [g]j,i,*{^i) 



il,* o Pi*i o [g]j I * o Rjj,*{J^j) 



ii,*°''{i*i°[9]j,i,*)°RjjA^j) 
(1) 

il,* ° ^{[9]j,i,* ° ° Rjj,*{^j) 



il,* ° \3]j,i,* ° ^ij ° Rjj,*{^j) 



^ Mj,!,* ° jjM^j) — ^ bh,!,* ° Rjj,*{^j) — ^ Mj,!,* ° ij,* ° "ij ° Rjj,*{^j) 
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OÙ la flèche notée (1) s'obtient à partir du diagramme commutatif suivant 

Yj '^Yi 



comme le morphisme de changement de base i*j o \g]jj^* — > [&] J,/,* ° ij- 

Les cas de i*, ^i* sont traités ci dessus et ceux de ^j* et pRv se traitent de manière strictement 
similaire. 

□ 

Exemples : étant donne un système local /Ig sur X^, soit pour I Çi I, Ci = rj^Cijj ; (Ci[d])ii=x 
est alors un objet de FPHg(-^i), où d est la dimension de Xx. Si en outre les Xi sont la fibre 
générique d'un S'-schéma A/ de dimension relative d— 1, pour S un trait, alors (iî\I' ,,(£/) [d— l])iei 
est un objet de FPHg(Xx) où Xj désigne la flbre spéciale de Xj. 

IV.4.3. Notations. — 

IV. 4-3.1. Définitions. — - Pour 1 ^ g ^ d, on notera dans la suite Sg := [^J, la partie 
entière de d/g. 

- On introduit les injections 

On omet volontairement l'indice I dans les notations afin de ne pas encore alourdir le texte 
surtout qu'en général le contexte est clair. 

- On notera FPH(MsJ (resp. FPH(Mo), resp. FPH(M=^), resp. FPH(M|^''); la catégorie 
des faisceaux pervers de Hecke sur la tour des Mj^g^ (resp. Mj^,,, resp. Mf'^ , resp. Mf^ ) 
avec G = (Df)^- : on notera aussi FPH(Aif=''i (resp. FPH(Mfj\); la catégorie des fais ceaux 
pervers de Hecke sur la tour des Mf^^^ (resp. Mf^^ ^) avec G = {D^'°)^ x Ph,d{Po)- On 
utilisera des notations similaires pour les faisceaux de Hecke. 

- Un système projectif de faisceaux pervers ou pas, non nulT = {Ti)i € FPH(M^'') (ou dans 
FH(Ms^)J sera dit induit s'il est de la forme 

{kT'''*J'i)ieiXp^^,iF^) GL^Fo) 

où Xpop^^p s^GLd{Fo) : FPH(A^='\) — > FPH(M='*) est le foncteur qui à un faisceau {J^o,i)i 
associe (J-'oj ^P°^^(Oc,) GLd{Oo))i de sorte que pour tout g € GLd{Fo), la correspondance 
associée induit un isomorphisme de g* J-^g—^J^o où, J-'g est la restriction de à la composante 
{Mf^^^ -^)j où g est l'image de g dans le quotient GLd{Fo) / Ph,d{Fo) ■ 

- Pour Ig < d, on notera T{g,l,-Ko)i = {J^{g, 1,^0,1)1)1 le système local -^jl-iq^^j ) = 
(^jj^.ij-j*— j j)i sur la tour des {M^'^f^ ^)j et soit !F{g, 1,1X0) = {^{gth'^ot I))i faisceau 
induit associé, défini donc sur la tour des {M]~''fji : 

T{g,l,'Ko)[d-lg]&¥VYi{M=^s) 

- Pour 1 ^ g ^ d, un GLd{Fo) x Wo-faisceau sur la tour {M]~^f)j sera dit de type HT{g, l) s'il 
est induit, et si sa restriction à {M]~''f^ ^)j est de la forme 

(n9,?,7ro,/)i®nf-"®0/ 

pour un certain triplet {ILo,7To,£,) où : 

- n — multo(/), 

- TTo est une représentation irréductible cuspidale de GLg{Fo), 
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- Tlo est une représentation de GLig{Fo) 

- et ^ un caractère de Z, 

telle que l'action d'un élément {9'^'° ,gf ,gl,Co) G {D^"°V x GLd-ig{Fo) x GLig{Fo) x Wo 
soit donnée par l'action naturelle de 

(5°°'°,5o*,-val(det5S) - deg(co)) e (^T'")^ x GLa-ig{Fo) x Z 

sur -^jL-iQ^j ) dessus de (AfJ"^^ ^)/, et par celle de {gl-,Co) sur Hq ^. On le notera 
alors 

HT{g, l, 7To, Tlo, = {HT{g, l, tto, Tlo, ^ 

HT{g, l, Wo, Uo, - Ig] e FPH(M='s) 
et on omettra ^ si celui-ci est trivial. De même on notera 

HTp^ {g, l, TTo, Ho) = (HTp^ (g, l, tto, Ho, /))/, 

HTp^ {g, l, TTo, Ho) [d - Ig] G FPH(M=''') 

le faisceau HT{g, l, ttq, Ho) ® Cp^ . 
- Pour -Ko une représentation irréductible cuspidale de GLg{Fo) et 1 ^ l ^ Sg, on note 

V{g,l,no) = {V{g,l,no,I))ieFPR{M,J 

le faisceau pervers défini comme l'extension intermédiaire jfj^ du faisceau pervers sur Mf'f, 

HT{g, l,iTo, [l — V\.K„)[d — Ig] ® LgijTo), qui est donc pur de poids d — lg pour -Ko unitaire ^^^^ 
et qui ne dépend que de la classe d'équivalence inertielle de -Ko- 

IV. 4-3. 2. Remarque. T{g,l,Tro) et HT{g,l,no,Tlo) (rcsp. V{g,l,Ko)) se présentent sous la 
forme d'une somme directe de e^^ systèmes locaux (resp. faisceaux pervers) irréductibles : 

T{g, l, -Ko) = J^{g, l, Po,i) (resp. V{g, l, -Ko) = ^(5, U Po,i)) 

i=l i=l 

donnés par la restriction de JL^^([I — 1]^^^) à 'C'gig qui s'écrit comme une somme directe Po,i 
de représentations irréductibles, de sorte que la différence entre les faisceaux J^{g,l, po^i) (resp. 
V{g, l, po,i)) provient de l'action de î'o.ig ^ donnée sur chacun comme dans la formule (IV.2.1). 

IV. 4-3. 3. Définition. — Soit (5 = (25/)/ le système projectif de groupes de Grothendieck as- 
socié à FPH(M/,sJ. 

IV. 4. 4. Filtration de monodromie. — 

IV.4-4-1- Théorème. — Soit 1 ^ g ^ d et Sg la partie entière de d/g. Pour tTo une 
représentation irréductible cuspidale de GLg{Fo), on a l'égalité suivante dans (S ; 

e.AR^,.,M[d-m= E E V{g,l,^o){- ^^^^~^ ), 

k=l-Sg IfcKK^g 

i = ii-l mod 2 

OÙ la torsion concerne l'action de Wg. 

IV. 4. 4-2 — Pour tout s, soit MGrk{s) le faisceau pervers nul pour ^ s et égal à 

j^jj^il, l, lo)[d -l]^ [t^l],^ Lg{lo){-{l - 1 + k)/2) 



sinon on rajoute le poids de Lg(jro) 
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Concrètement on peut lire la définition des MGr,{s) dans un repère (Z, k) en marquant sur la ligne 
k — ko les l tels que ^(1, Z, lo)[d— — l]i„ Lg{lo){—{l — 1 + k)/2) soit un constituant de 

MGrko{s) ; par exemple pour s = 4 on obtient la figure (1). 



-4- 



Figure 1. MGr,{4) 

IV.4-4-3 — Pour tout représentation cuspidale ttq de GLg{Fo), on pose 

Wo o l, lo)[d [î^]i„ (3 Lg{lo){-il - 1 + fc)/2)) := 

j^J'J'ig, l, 7ro)[d - Ig] <S) [î^],r„ ® Lg{'Ko){-{lg - 1 + k)/2) 
Le théorème (IV. 4.4. 4) se reformule alors sous la forme 

IV.4-4-4- Théorème. — Soit 1 ^ g ^ d et Sg la partie entière de d/g. Pour tTq une 
représentation irréductible cuspidale de GLg{Fo), on a 

ewo9r;wo =T^oO MGr,{sg) 

IV.4-4-5 — Autrement dit, pour 1 ^ g ^ d et Wo une représentation irréductible cuspidale de 
GLg{Fo), pour tout |fc| < Sg, e^^grk,^^ est égale à 

V{g,l,no){-l±^), 

]k\<l^Sg 

l = k — l mod 2 

dans FPH(Ms^), oii la torsion concerne l'action de W». 

IV.4-4-6- Définition. — Pour 1 ^ g ^ d, et on fixe une représentation tTo irréductible cuspidale 

de GLg{Fo), que l'on notera pour g = 1. Pour tout 1 ^ l ^ Sg, Hi désigne une représentation 
quelconque do GLig{Fo), qui dans les applications sera elliptique de type tTq. 

IV.4-4-'^- Théorème. — Four g, tTq et H; comme ci-dessus, on considère la restriction à la tour 
des {MrX)i de h'jl''HT{g, l, tt^, ni)[d - Ig] ; 

- elle est nulle pour h ne s 'écrivant pas sous la forme {l + a)g avec ^ a ^ Sg — l ; 

~ pour h = {l + a)g avec ^ a ^ Sg — l, elle est nulle pour i ^ Ig — d + a{g — 1) et sinon elle 
est isomorphe dans FH(Ms^) à 

HT{g,l + a,TTo,'ni'><[a - <E)E^^^ 



(I2)cf. la définition (IV.2.2.3) 
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On en déduit alors les corollaires suivant. 



IV.4.4.8. Corollaire. — Pour g > 1, h'j^J^ HT{g,l,Tro,Ili)[d - Ig] est nul pour i ne s 'écrivant 
pas sous la forme Ig — d + a{g — 1) avec ^ a ^ Sg — l et pour un tel i = Ig — d + a{g — 1) il est 
isomorphe dans FH(Ms^) à 



.^(î+a)ff 



HT{g,l + a,TTo,Tli x[a - 1], 



^(a-i) 



Pour TTo une représentation irréductible cuspidale de GLg{Fo) pour 



IV. 4. 4. 9. Corollaire. 

1 ^ g ^ d, on a 

(i) pour g > 1, {h'^grk,-KaY'"' ^st une somme directe sur tous les couples {l,a) tels que —d + lg + 
a{g — 1) = i et l = k — 1 mod2 des faisceaux induits dans F}î{Ms^) : 

Ig - 1 + k + a{g ~ 1) 



HT{g, l + a, tto, [l - 1]^, x [a - 1]„J Lg(7ro)(-- 



(ii) pour g = 1, la restriction de h'^grk,^^ pouri = fc— lmod2, à la tour des Mpl pourl > d+i 
est égale au faisceau induit dans FH(Ms^) 

d + i- l + k^ 



ifT(l,Z,Co,[i-%x[/-i-l]j„ 
et nulle dans tous les autres cas. 



Le point (2) du théorème (IV.3.2.3) et donc l'énoncé de (IV. 3. 1.1), découle alors du résultat 
suivant. On introduit les bicomplexes 



la partie entière de djg. Pour ttq une 



MGEl'is) = jr(l, l, - /] MLEy{l) 

1=1 

IV.4-4- 10. Théorème. — Soit 1 ^ g ^ d et Sg 
représentation irréductible cuspidale de GLg{Fo), on a 

e^oKlM.A^) = ^oOMGEl%Sg) 

IV.4-4-11 — Autrement dit la suite spectrale (IV. 4. 1.17) dégénère en E2 et les applications (jt{-' 
sont induites par les suites exactes (IV.3.2.15). 

IV. 4. 5. Schéma de la preuve : par récurrence. — Remarquons tout d'abord que le théorème 
(IV. 4. 4. 4) découle directement de (IV. 4. 4.1) en utilisant monodromie-poids (MP), i.e. la pureté des 
gradués de la filtration de monodromie. D'après le théorème de comparaison de Berkovich-Fargues 
(BF), le théorème (IV.3.2.3) découle directement de la détermination des germes en un point 
supersingulier des gradués de la filtration de monodromie du complexe des cycles évanescents de 
la variété de Drinfeld-Stuhler et de la suite spectrale associée, soit donc des théorèmes (IV.4.4.4), 
(IV.4.4.7) et (IV.4.4.10). Par ailleurs, comme on l'a déjà noté, le théorème (IV.3.1.1) découle 
directement de (IV.3.2.3) puisqu'il s'agit de l'aboutissement de la suite spectrale associée à la 
filtration de monodromie-locale. On résume ces implications dans le tableau suivant. 



(IV.4.4.1) 




J| MP 




(IV.4.4.4) + 


(IV.4.4.7) + (IV.4.4.10) 




^ BF 


(IV.3.2.3) 


en hauteur < d 






(IV.3.1.1) 


en hauteur ^ d 



Le principe est alors de raisonner par récurrence en supposant connu (IV.3.2.3) pour tout d' < d. 
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IV. 4-5.1. Remarque. — A priori, il nous faut travailler à niveau fini, pour tous les idéaux / de 
A et montrer que les résultats obtenus sont compatibles aux correspondances de Hecke ; cependant 
devant l'immédiateté de ces vérifications et afin de ne pas alourdir encore les preuves, on raisonne 
souvent sur le système inductif total. 

IV. 4-5. 2 — Dans un premier temps le théorème de comparaison de Berkovich-Fargues (BF) et la 
description (HT) des faisceaux des cycles évanescents en fonction des systèmes locaux d'Harris- 
Taylor (cf. (IV.2.2.12)), nous permet, §IV.5, do montrer le théorème (IV.4.4.1). 

— On montre ensuite, proposition (IV. 6. 2.1), le théorème (IV. 4. 4. 7) hors des points supersinguliers 
et on obtient un contrôle (C) sur ce qui peut se passer au niveau de ces derniers. 

— Selon le même principe, si on disposait de (IV. 3. 2. 3) pour la hauteur d, on en déduirait (IV.4.4.7) 
et (IV. 4. 4. 10). On démontre, §IV.7, comment la connaissance des parties de poids minimal de 
(IV.3.1.1) permet d'obtenir (IV.4.4.7), proposition (IV.7.1.2) (")^ (IV.4.4.10), §IV.7.2 et même 
(IV.4.4.4) dans le cas Iwahori sans utiliser monodromie-poids, §IV.7.3 ce qui, en caractéristique 
mixte, nous permettra de prouver monodromie-poids en toute généralité en se ramenant, par un 
changement de base automorphe adéquat, au cas Iwahori. 

— Reste alors, §IV.8.1.24, à calculer les parties de poids minimal de (IV. 3. 1.1) ce qui se fait via 
l'étude de la suite spectrale des cycles évanescents (SSCE) à travers les suites spectrales associées 
à la stratification (SSS) en utilisant le contrôle (C) sur ce qui peut se passer au niveau des points 
supersinguliers. Evidemment tout ceci passe par le calcul, ou au moins du contrôle, des groTipes 
de cohomologie (CHT) des systèmes locaux d'Harris-Taylor, qui sont distillés au fur et à mesure 
et dont nous détaillons l'enchaînement logique après le tableau récapitulatif suivant. 



§IV.5 : (IV.3.2.3) 

en hauteur d! < d 


BF+HT 


(IV.4.4.1) 


§IV.6 : (IV.3.2.3) 
en hauteur d' < d 


BF+HT 
(IV.6.2.1) 


(IV. 4. 4. 7) hors des points supersinguliers 
+ C=contrôle aux points supersinguliers 


(IV.3.2.3) 

en hauteur d' ^ d 


(IV.7.1.2) 


(IV.4.4.7)+ (IV.4.4.10) 


§IV.7 : (IV.3.1.1) 
en hauteur d' < d 
et en poids minimal 
pour la hauteur d 


C+N 


r (IV.4.4.7) :§IV.7.1 proposition (IV.7.1.2) 

l (IV.4.4.10) : §IV.7.2 

[ (IV.4.4.4) : §IV.7.3 sans MP 


§IV.8 


SSCE+SSS 
+C+CHT 


poids minimal de (IV. 3. 1.1) 
en hauteur d 



IV. 4-5. 3 — En ce qui concerne le rôle des divers calculs de groupes de cohomologie, voici leur en- 
chaînement logique. Pour commencer on calcule exclusivement des composantes H'^'^'-isotypiques 
pour n ime représentation irréductible automorphe de vérifiant Ilyp(oo), car dans tous les 
autres cas tous les calculs donnent des résultats nuls. On considère plus particulièrement deux 
situations selon que Ho est de la forme [s — 1]^^ ou [s — IJtto pour tTo une représentation cuspidale 
de GLg{Fo) avec d = sg. Pour alléger les notations, on notera pour la composante n°°'°- 

isotypique du i-ème groupe de cohomologie du complexe jf^^T{g, l, T^o)['i ~ Iq] et on utilisera une 
notation similaire pour H'^{jfJ'^). 



(I3)de sorte que (IV.4.4.7)=(IV.6.2.1)+(IV.7.1.2) 
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IV. 4-5. 4 La situation est largement plus simple dans le cas où Ho = [s — l],ro- On commence, 
proposition (IV. 5. 4.1), par calculer les H^{j(l^^) et on trouve que ceux-ci sont tous nuls si Ig ^ d. 
En utilisant (IV. 2. 2. 13), on en déduit alors, corollaire (IV. 5. 4. 3), le calcul des W{jf^^) qui sont nuls 
pour i 7^ 0. Ces calculs permettent de compléter, corollaire (IV. 5. 4. 6), aux points supersinguliers, 
la détermination des constituants simples du faisceau pervers jf^^ T{g, Z, iTo)[d — Ig] obtenu, corol- 
laire (IV. 5. 3. 12), sur les autres strates grâce à la description des faisceaux des cycles évanescents en 
fonction des systèmes locaux d'Harris-Taylor ainsi qu'au théorème de comparaison de Berkovich- 
Fargues. On en déduit alors, corollaire (IV.5.4.9), le calcul des n°°'°-parties des groupes de coho- 
mologie Hi{Adf^ , R^'i/,^^ j{Cp^)). A ce moment ci, on dispose du théorème (IV. 4. 4. 4) de sorte que 
l'on peut calculer via la suite spectrale des poids SSP, corollaire (IV. 8. 1.1), les n°°'°-parties des 
groupes de cohomologie H^^^p^ de la fibre générique. On en déduit alors, proposition (IV. 8. 1.2), 
les n°°'''-parties des termes £^2'^ de la suite spectrale des cycles évanescents qui nous permet 

d'obtenir, corollaire (IV. 8. 1.3), une première liste de possibilités pour les ZY^''(JL~^(Sts(7ro))). 

IV. 4-5. 5 On considère alors XIq = [s — Ij^r^ et on calcule, proposition (IV. 8. 3. 4), les H''-{ifJ'^) 
qui sont non nuls pour i = s — Zmod2 et |i| < s — L De ce calcul et de la connaissance des 
constituants simples des jf^^T{g,l,'Ko)[d — Ig], on en déduit, lemme (IV. 8. 3. 10), un contrôle sur 
les i/'(jj^'^). On étudie ensuite la suite spectrale des cycles évanescents. On commence par en 
déterminer l'aboutissement, corollaire (IV. 8. 3. 5) et proposition (V.1.1), en utilisant le calcul des 
H^{jy^^) ainsi que le théorème (IV. 4. 4. 4). En utilisant le théorème de Lefschetz difficile ainsi que le 
corollaire (IV. 8. 1.3) qui contrôle ce qui se passe au niveau des points supersinguliers, on en déduit, 
proposition (IV. 8. 3. 9) et corollaire (V.1.2), le calcul des Le résultat est qu'en ce qui 

concerne les parties de poids minimal, s(g— 1), tout ce passe au niveau des points supersinguliers. 
L'étude de la suite spectrale des cycles évanescents fournit alors la partie de poids s{g — 1) du 
théorème (IV. 3. 1.1) qui d'après ce que l'on a vu, implique les théorèmes globaux (IV. 4. 4. 7) et 
(IV. 4. 4. 10) qui d'après le théorème de comparaison de Berkovich-Fargues, impliquent le théorème 
local (IV. 3. 2. 3), ce qui complète la démonstration. On résume la discussion précédente dans le 
tableau suivant. 

IV. 4-5. 6. Remarque. — Afin de ne pas multiplier les situations, nous n'avons considéré 
dans nos énoncés que les faisceaux induits notés IIT{g,l,TTo,Ili) à partir des systèmes locaux 
J^{g, l, 7ro)i (S) H;. Ceux-ci sont munis d'une action par correspondances de (Z)^)^ x Z ; cependant 
quand on les considère comme des constituants de iî^'^^(Q/), on les voit comme munis d'une 
action par correspondances de (D^)^ x Wq. Le lien entre les deux situations est donnée par 
Co e Wo I— > — deg(co) e Z. Afin de distinguer les deux situations, l'action de Wo sera toujours 
accompagnée d'un Lg{-Ko) tandis que pour Z il sera toujours question du caractère S (cf. plus 
loin) . 

— Par ailleurs nous ne considérons pas par la suite l'action totale de Wq mais plutôt ses frobenius 
semi-simplifiés. 

Avant de rentrer dans la preuve proprement dite, on rappelle la proposition (1.5.3.10) du chapitre 

I. 

IV. 4-5. 7. Proposition. — Soit 1 ^ Ig < d et soit -Ko une représentation irréductible cuspidale 
de GLg{Fo). Pour 1 et pour tout j, 

limHi{M=ll,HTp^{g,l,no,ni,I) ® 
I 

en tant que représentation de GLd{Fo) x Wo est de la forme 

^{lnà%t'^f°\ Hi o ^(val(det)) (g) ttç) ® Lg{Tro o Ç(val(det))) 
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(IV.5.4.1) 



Ho = Spehg(7ro) 



SSP IL 

m (iv.8.1.1) 



IL (IV.2.2.13) 
H\jf'^) (IV.5.4.3) 



W{M=^,R-^) h^d (IV.5.4.9) 

(/y.S.l.l) J| 555 
W{R'^) j ^ (IV.8.1.2) 

J| SSCE 
contrôle (IV.8.1.3) 



(IV.5.3.12) 
+ 

(IV.5.4.6) 



(IV.4.4.7) 
(IV.4.4.10) 



BF 

a- 

(IV.3.2.3) 



H'ijfJ') (IV.8.3.4) 



J| (IV.4.4.4) J| ^/^ 



contrôle 






(IV.8.3.5) 


(IV.8.3.10) 


(V.1.1) 



LD+(IV.8.1.3) 

(IV.8.3.9j (V.1.2) 
SSCE 

= î''^'* (IV.3.1.1) 



où ^ décrit les caractères Z — > Q; et ttj est «ne représentation de GLd-ig{Fo). 
IV. 5. Étude dans le groupe de Grothendieck 

IV. 5.1. Groupe de Grothendieck des faisceaux pervers : généralités. — Soit X un F^- 

schcma X . On rappelle que la catégorie Perv(X) des faisceaux pervers sur X est noethérienne et 
artinienne, ses objets simples étant de la forme j\^,L où £ est un système local irréductible sur 
j -.U ^ X, ohU est un ouvert d'un fermé de X. 

Pour P un objet de Perv(X), sa dimension n est par définition la plus grande dimension des 
supports U des faisceaux pervers simples constituant P de sorte que —n = min{i / h^P ^ 0} et 
h^^^P a un support de dimension n. 

IV. 5. 1.1. Définition. — Étant donnée une catégorie triangulée A localement petite, on con- 
sidère son groupe de Grothendieck K{A) défini comme le groupe libre engendré par les classes 
d'isomorphismes d'objets de A quotienté par les relations : 

-A[l] = -A- 



A 



C 



+1 



- A = B + C pour tout triangle distingué B 

IV. 5. 1.2. Proposition. — Soit (2?^°, 2?^°) une catégorie dérivée d'une catégorie abélienne A, 
munie d'une t-structure non dégénérée : on note C son coeur qui est alors une catégorie abélienne 
de groupe de Grothendieck Groth(C) . L 'application qui à un objet T dcT) associe 

Y^{-iy[Ph'T] e Groth(C) 

i 

induit un isomorphisme du groupe de Grothendieck K{V) de la catégorie triangulée V, sur 
Groth(C). 
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Démonstration. — Pour tout objet Q deV et pour tout n e Z, on a un triangle distingué 

T^nG > G > T^n+lG-^ 

de sorte que si Ç est un objet de î?^", on a [Ç] = (— + [r„4.iÇ] car T^nG = T^nT^nG — 
{Ph"Q)[n]. Soit alors a et 5 tel que soit un objet de En appliquant ce qui précède à t^„^ 

pour n variant de a à 6, on obtient l'égalité 

i 

de sorte que l'application X^ja;,[Pi] G Groth(C) i— > J^i'^d^i] ^ ^C^) ^^t inverse de celle de 
l'énoncé. □ 

IV. 5. 1.3. Corollaire. — Soit D^{X,Qi) la catégorie dérivée des Qi-complexes constructibles sur 
un ¥q-schéma X que l'on muni de la t-structure de perversité autoduale (resp. de la t-structure 
triviale) de coeur la catégorie Perv(X) (resp. Const(X)j des faisceaux pervers (resp. des fais- 
ceaux constructibles) sur X . Pour tout objet T de Q;), son image dans Grotli(Perv(X)) est 
déterminée par son image dans Grotli(Const(X)). 

IV. 5. 1.4- Lemme. — Soit j : U ^ X l'inclusion d'un ouvert U d'un Vq-schéma X ; on note 
i : Z ^ X le fermé complémentaire. L'image d'un objet T de -Dg(X, Q;) dans Groth(Const(X)) 
est déterminée par l'image de j*T dans Grotli(Const(J7)) et celle de i*!F dans Grotli(Const(Z)). 

Démonstration. — Le résultat découle directement de l'existence du triangle distingué j\j*J^ — > 

□ 

On en déduit alors la proposition suivante. 
IV. 5. 1.5. Proposition. — Soit X un schéma muni d'une stratification 

c x^'^-'^ C---C x^^ = X 

et soit V un faisceau pervers sur X. Alors l'image de V dans le groupe de Grothendieck des 

faisceaux pervers sur X est déterminée par l'image de '^^i—i-Ylh^ i'P)\x='^ dans le groupe de 
Grothendieck des faisceaux localement constant sur X^'^ := X^'^ — X^'^~^ pour tout 1 ^ h ^ d. 

IV.5.2. Image dans & de R'i>nAQi)[d- !]• — 

IV. 5. 2.1. Proposition. — Les complexes Rj^''^J^{g,l,no)o[d—lg] et jf'''^J^{g,l,'ïïo)o[d—lg] sont 
des faisceaux pervers. 

Démonstration. — Le résultat découle du fait que j^'^ est une inclusion affine. 

□ 

IV. 5. 2. 2. Proposition. — Pour Wo une représentation irréductible cuspidale de GLg{Fo), on a 
l'égalité suivante dans © ; 



i=l l=i 

[j{"'HT{g, l, TTo, [i^l, T^]^^) ® L,ino){- ^~'^~^'^'~^ )] (IV.5.2.18) 

Démonstration. — L'isomorphisme (IV. 2. 2. 12) et l'égalité (IV. 2. 1.10) déterminent pour tout < 
h < d,la somme suivante 
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dans le groupe de Grothendieck de la catégorie abélienne des faisceaux constructibles sur Mf^ . 
Le résultat découle alors de la proposition (IV. 5. 1.5). 

□ 

IV. 5. 3. Décomposition dans des jf''^T{g, l, ■ïïo)[d — lg\. — Rappelons le théorème de com- 
paraison de Berkovich-Fargues 

IV. 5. 3.1. Théorème. — Soit z un point géométrique de Mf^ . Le germe en z de B.'i?rf^j{Qi) 
est égal à ^p^^n qu'objet de la catégorie dérivée filtrée D''i^(Q;), avec n = multo(/). 

Ainsi l'hypothèse de récurrence sur la filtration de monodromic-locale des modèles de Deligne- 
Carayol de hauteur strictement inférieure à d, donne le corollaire suivant. 

IV. 5. 3. 2. Corollaire. — Pour tout point géométrique zj de Mj^ , le germe en zi de h^grk,TTa,i 
vérifie les propriétés suivantes : 

(1) il est nul si h n'est pas divisible par g ; 

(2) pour h = Ig, ils sont nuls pour \k\ > l quelque soit i ; 

(3) pour h = Ig et \k\ < l : 

(i) ils sont nuls pour i < Ig — d — l -\- 1 + \k\ ou pour i^lg — d — l + l + k mod 2 ou pour 
i > Ig — d ; 

(ii) pour lg — d—l-\-\ + \k\ ^ i = Zg — d — Z + 1 + |fc| + 2r Ig — d, la fibre en zj de h^gri^^^^ j 
est naturellement munie d'une action de No(h) C\T-Lo,n{h) où Mo{h) C GL^^Fg) x -D^^ x Wg 
est défini comme au %IV.1.1, où GLh{Fo) est vu naturellement comme un sous-groupe du 
Levi GLh{Fo) x GLd-h{Fo) de GLd{Fo) et où Ho,n{h) est l'algèbre de Hecke associée à 
Ko^n{h) C GLh{Oo) avec n = multo(/). On obtient alors que la fibre en zj de {h^grk,TTo,iY''° 
est isomorphe aux invariants sous Ko,n de 

JL-i([î^]^J ® [ifc| + 2rk7[/-2r-|fc|-2]„„ ® i^(^^)(_fcil±M±A±^) 
en tant que Àfo{h) fl 'Ho,n{h) module. 

Remarque : En ce qui concerne le dernier point du corollaire précédent, et donc le fait que la 

filtration locale soit équivariante, on peut la déduire du théorème de comparaison de Berkovich- 
Fargues avec les strates des variétés de Drinfeld-Stuhler en rang d' < d en supposant connus, par 
récurrence, les théorèmes globaux pour celles-ci. 

IV. 5. 3. 3. Proposition. — Pour tout 1 ^ l ^ Sg, on a l'égalité dans 6 

s» 

l, TTo, TLi)[d - Ig] = J2ju'HT{g, i, tto, Uix[i-l-l]^J[d - ig] ® S^^^^ B,i 

i=l 

OÙ P\,i est une somme de faisceaux pervers concentrés aux points super singulier s. 

Démonstration. — Dans ©, on écrit jf^^HT{g, l, tTq, Tli)[d—lg] sous la forme A^^^^i^iiTii) oii les 
^7ro,j,î(nj) sont une somme à coefficients positifs de faisceaux pervers simples de poids d~ Ig — i, 
que l'on appellera les constituants de jf'^^HT{g,l,Tro,Ili)[d — Ig]. On raisonne par récurrence 
descendante sur la dimension des faisceaux pervers qui interviennent, en traitant tous les / par 
récurrence de à 1 et en travaillant sur les systèmes inductifs comme indiqué dans la remarque 
(IV.4.5.1). 

IV. 5. 3. 4- Lemme. — Pour tout 1 ^ l ^ Sg, j^^'^ HT{g,l,TTo,Tii)[d — Ig] est le seul constituant 
de dimension d — Ig de j^''^HT{g,l,-ïïo,ïli)[d — Ig]. Par ailleurs tous les autres constituants de 
jf^^HT{g, l, TTo, n;)[d — Ig] sont de poids strictement inférieur à d — lg. 



108 



CHAPITRE IV. FILTRATION DE MONODROMIE DES CYCLES ÉVANESCENTS 



Démonstration. — On a la suite exacte courte de faisceaux pervers 

^ P,„,;,o(n;) 3f''HT{g, l, 7r„, H^M - Ig] jf^HTig, l, 7r„, ni)[d - Ig] ^ 

où Ptt„,lo est égale à i^^^'* jfj'^ HT{g, l, tTo, ïli)[d — Ig — 1] qui est donc de poids inférieur ou égal à 
d — /£f — 1 et de dimension strictement inférieure k d — Ig, d'où le résultat. 

□ 

D'après le lemme précédent, tous les faisceaux pervers qui interviennent dans l'écriture de 
jf^^HT{g, l, TTo, Ili)[d— Ig] sont de dimension inférieure ou égale k d — Ig. Ainsi pour h > d — g, 
il n'y a aucun constituant de dimension h dans les jf^''^ HT{g,l,Tro,'n.i)[d — Ig] pour 1 ^ l ^ Sg 
et pour h = d — g, jfj'HT{g, l,7ro,ni)[(i — g] est le seul constituant de dimension d — g pour 
l = 1. Supposons donc que pour tout h > ho, les constituants des jf'''^ HT{g,l,TTo,ïli)[d — Ig] pour 
1 < Z < Sg, sont ceux prédits par l'énoncé et traitons la dimension ho. 

IV. 5. 3. 5. Lemme. — Supposons la proposition (IV. 5. S. 3) vérifiée pour les faisceaux pervers de 
dimension strictement supérieure àO<ho<d — g, Le. pour tout 1 ^ l ^ Sg, les constituants de 
dimension strictement plus grande que ho des jf'''^HT{g,l,TTo,Ili)[d— Ig] sont les 

jMi+r)gjjj,^g^ / + r, no, Uixf^l]^J[d - Ig] 
avec d — {l + r)g > ho- Pour tout k, l'image dans & de e„^grk,v„ est alors égale à 

E^, . X / la -\- k — 1^ 
r{g,l,7ro){-^-^ ) + Pk,ho 

lk\<l<(d-ho)/g 
l = k — l mod 2 

où Pk,ho = {Pk,ho,i)i ^'^^ somme de faisceaux pervers simples de dimension inférieure ou égale 
à ho à support dans la tour des {Mf^~ i.e. la fibre de h^Pk,ho,i t<^ut point géométrique de 
Mf'^ est nulle pour h < d — ho et pour tout i. 

Démonstration. — D'après (IV. 5. 2. 2), chacun^^^^ des V{g,l,TTo){—^-^^-^—^), pour d ~ Ig > ho est 
un constituant d'un e^^grr^^o i il s'agit alors de montrer que r = k.Le résultat découle directement 
via le théorème de comparaison de Berkovich-Fargues, de l'hypothèse de récurrence sur le théorème 
local (IV. 3. 2. 3). En effet, pour Ig < d les TTo-parties des h^grig^ioc,k sont pures de poids Ig — 1 + k. 
L'équivalent du théorème de Serre- Tate et le théorème de Berkovich-Fargues impliquent alors que 
la fibre en tout point géométrique z de la strate Ig de /i'^~''grfe^^^ est pure de poids lg — l + k. Or la 
fibre en un point géométrique de la strate Ig de h^^~'^T{g, l, tTo){— ) est de poids Ig — 1 + k. 

Ainsi pour l = 1, ^(gi, 1, 7ro)((l — 5)/2) est un constituant de gro,v„ car tous les autres faisceaux 
pervers qui interviennent sont de dimension strictement plus petite. 

On raisonne alors par récurrence sur l ; on suppose que pour tout l < lo < {d — ho)/ g, et tout 
< l — l,V{g,l, TTo){— ) est un constituant de grk,v„ et traitons le cas de lo. D'après ce qui 

précède on en déduit que pour tout |fc| < lo, P(g, lo, t^o){— est un constituant de gVr^vo 

avec r > fc ; en effet dans le cas contraire la filtration par le poids de grr donnerait une suite exacte 
courte 

^ P _ V{g, lo, ^o){-^^^^^) ^ 

modulo des faisceaux pervers de dimension strictement plus petite, ce qui donnerait une suite 
exacte longue 

• • • h'^^-'^grr,^^ h'09-d-p^g^ ^^)^J^9^1±Jl) ^ f,l09-é+lp . . . 

(^''^On rappelle, ef. la remarque (IV. 4. 3. 2), que les V(g,l,TTo) ne sont pas irréductibles; cependant les arguments 
fonctionnent de manière strictement identique pour tous ses constituants simples car la seule différence entre ceux-ci 
provient de l'action de T^^ig- 
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or a un support de dimension strictement plus petite que d—log de sorte qu'il existerait 

un point géométrique de Mj^^^ tel que la fibre de h}°^~'^grr,-Ka serait de poids Iqq — 1 + k ce qui 
n'est pas. Ainsi en particulier pour k = Iq — 1,'û existe r > — 1 tel que grr,-K„ soit de dimension 
d — Iqq. Pour la même raison que ci-dessus, on en déduit qu'il s'agit de r = Zq — 1- On utilise alors 
l'opérateur N qui finit de placer les 7-'(ff, Zqi t^o){— ^"^^^^^ ) sur les grk.-K^, d'où la récurrence. 

Par ailleurs on remarque qu'en tout point géométrique z de M/^"''", la fibre en z des faisceaux 
de cohomologie de grk,-Ko,i — Pk,ho,i est égale à celle du modèle local i.e., d'après le théorème de 
comparaison de Berkovich-Fargues à celle de grk,v„,i de sorte que celle de Pk,ho,i est nulle. 

□ 

Retour à la preuve de la proposition (IV. 5. 3. 3) : 

le principe est d'étudier l'égalité (IV. 5. 2. 18) en utilisant le Icmmc précédent ainsi que (IV. 5. 3. 4) 
pour HT{g,lo,'Ko,^io)[d — log] dont le seul constituant de dimension supérieur ou égal à 
d - log est j^J°'HT{g, lo, Wo, ni„)[d - log]. 

Note : on suppose, afin de simplifier la rédaction, que Hi est elliptique de type Wo- 

IV. 5. 3. 6. Lemme. — Pour tout 1 ^ l ^ Sg, soit ^^^^^^(11;) un constituant de 

jf''HT{g,l,Wo,Ui)[d-lg] 

de poids d — Ig — r et de dimension hç,. Il existe alors des entiers k et t ^ ainsi que IIJ 
une représentation elliptique de type tTo, et donc de même support cuspidal que H;, telle que 
^7ro,i,r(nj) ® Lg{'Ko){-' '(g+^) ^^(*+^) ) ggH constituant de CT^^grk^-K^ ^^^^ ■ 

Démonstration. — Soit A7r„,i.r(n;) un constituant de jp'^iïT(g, Z, tto, n;)[(i — Ig] de sorte que 
■^■Ko,l,r{\l — llîTo) ® ^g(^o)(~ '''^^2^~^ ) apparaît dans le membre de droite de l'égalité de la propo- 
sition (IV.5.2.2). On considère alors 6 maximal tel qu'il existe une représentation elliptique IIJ 
de type tt» de GLig{Fo) tel que ^^^^;^r(n;) Lp(7ro)(— |) apparaisse dans le membre de droite de 
l'égalité de la proposition (IV. 5. 2. 2). On remarque alors qu'il y apparaît avec un coefficient positif et 
aucun négatif de sorte qu'il reste dans la somme ce qui implique le résultat. En effet s'il apparaissait 
avec un coefficient négatif, ce serait comme constituant d'un jp' ^HT{g, V , tto, [l' — r — 1, 'r*]T!„)[d— 
l'g] O Lg(7ro)(-^^^â±ih^(l±i) ) pour r impair positif et on note que j^''^HT{g, l', tTo, [/' - l\wo)[d- 
V g\®Lg{-Ko){— '' ^^~^2^~'^ ) contiendrait un A^^_i_j.(n")(8)Lg(7ro)(— ^^^) pour II" une représentation 
de même support cuspidal que 11^ contredisant la maximalité de ô. 

□ 

- Supposons dans un premier temps que ho n'est pas de la forme d — lg et qu'il existe /, r tel que 
^7ro,j,r(n;) Contienne un faisceau pervers simple de dimension ho- Le lemme précédent implique 
alors qu'il existe fc > tel que, avec les notations du lemme (IV.5.3.5), Pk,ho ait un constituant 
simple, disons B-^^^k, de dimension ho et de poids d — 1 + Z pour un certain entier t. On raisonne 
alors comme dans la preuve du lemme (IV. 5. 3. 5). Étant de dimension inférieure ou égale à /iq, 
Pk,ho est alors de dimension ho de sorte que h~^°Pk,ho est de dimension ho- En outre comme 
h~^°Pk,ho,ij d'après le lemme (IV.5.3.5), est à support dans Mf'^~^°, on en déduit que pour tout 
point générique de Mf^~'^'', la fibre en ce point de h~^°Pk,ha..i est non nulle de sorte qu'il existe un 
point géométrique zj de My'^~^° tel que la fibre en zj de h'~'^"PkMoJ soit non nulle. Par ailleurs, 
les TTo-parties des h^^° grk,ioc du modèle local de hauteur d — ho sont toutes nulles, on en déduit, 
d'après le théorème de comparaison de Berkovich-Fargues, que la fibre en z de h~^°grk,-Ko est nulle 



(^^^En utilisant monodromie-poids, on obtient fe = Z — 1 — 2t. 
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ce qui implique que t ^ k : en effet sinon eTr^grk,^^ est une extension de 

\k\<l<{d-ho)/g 

l = k — 1 mod 2 

par des faisceaux pervers de dimension inférieure ou égale à ho ce qui implique que {h~^°grk,TT„Y'"'' 
admettrait h~^° Bk,ho comme facteur direct. Selon le même principe, on doit même avoir t < k. 
Or d'après la pureté des grk, on doit avoir t = k d'où le résultat. Sans utiliser monodromie-poids, 
on raisonne alors comme suit. 

IV. 5. 3. 7. Lemme. — Soit V un constituant de .R^'r)o,vro(QjM ~ On en déduit alors que 
DV{1 — d) est un constituant de R^ricv^iQiid — !])• 

Démonstration. — Le résultat découle simplement de la compatibilité de R^rio ^■vec la dualité de 
Verdier, soit 

DR<fM[d-l]) ^ R^r^ADQiid^l]) 
et du fait que la fibre générique de M/_o est lisse de sorte que DQi[d — 1] ~ Qi[d— 1](1 — d). 

□ 

On considère alors un constituant simple de dimension ho de poids maximal, disons d — 1 + r 
de R'^rjatTraiQOid — !]• C'est alors un constituant de grk,Tr„ pour k > r d'après ce qui précède. 
Par ailleurs en utilisant le lemme (IV. 5. 3. 7), on obtient un constituant simple de dimension ho de 
gr-k.TTa 6t de poids d — 1 — r, de sorte que l'operateur de monodromie TV*' fournit un constituant 
simple de dimension ho de grk,-^^ t;t de poids d— l — r + 2k>d— 1 + r, d'où la contradiction par 
maximalité de r. 

- Supposons désormais que ho ~ d — log et supposons avoir montre par récurrence que pour 
tout ^1 ^ / ^ Sg, le seul constituant de dimension d — log de j^^^ HT{g,l,TTo,ïli)[d — Ig], est 

jfj'"^ HT{g,log,'!ïo,^ô<[lo — l — ^Tro)[d — log] <8) ' ■ Le résultat est vérifié pour li = lo, 

supposons le donc vérifié jusqu'au rang li et traitons le cas de Zi — 1. On étudie alors les faisceaux 
pervers de dimension d — log dans le membre de droite de (IV.5.2.18), en particulier ceux de poids 
d - lo, ce qui donne j^J°^HT{g, lo, tto, Ii)[d - log] ® Lg{Tro){-^-^^^^) avec 

Iq—Ii 

i-iy^-'n = [ï^i]^„ - J2 (-i)i/o - i - i]^<.7[î^k 

i=l 

soit n = (—1)'^"'^ [Il — l,lo — li]-7Ta ■ Or ce dernier ne peut pas apparaître dans le membre de gauche 
de (IV. 5. 2. 18). En effet si h est pair c'est évident car à gauche il ne peut y avoir que des coeffi- 
cients positifs. Sinon de manière générale, on raisonne comme suit. Le lemme (IV.5.3.7) donnerait 
que jfJ°'^HT{g,lo,'ïï'^, [lo-h,h - i]7rv)[rf - hg] ^g(7r^)(- '°^^^^^~^ ) serait un constituant de 
e,ro[-R^r)o,7ro(Qi)M ~ 1]] ^tui, VU le poids, ne pourrait provenir que de 

jfoajjTig, lo, <, - hg] ® 

ce qui n'est pas d'après le lemme (IV.5.3.4). 

Ainsi jfJ'°^HT{g, 10,1^0, [^i — l,Zo ~ l\\-wo)[d — hg] ® -^g(^o)(~ '°^^2~^^ ) ^^'-^ constituant 
d'un jf^^ HT {g, 1,710, (ï ,1 - i - i]^,)[d - Ig] ® L3(7ro)(-^^^^^) pour < i < Z et Z > et 
Z = Zi — 1 mod 2. Le résultat, i.e. l = l\ — \ et r = 0, découle alors des trois lemmes suivants. 



(l^)En utilisant la pureté des gradués de la filtration de monodromie, on peut argumenter comme suit : le faisceau 

pervers en question serait alors un constituant de Ê,ro9''i~io,iro et donc j',^ '^^ HT(g,lo,TTo,[li — i,lo — 'iItto) ® 
^a{''^o){— — -) serait un constituant de e,ro [sHo-i.iro] qui ne pourrait être obtenu que via 
HT{g, l,Tïo,\lo — l]7r(,)[<i — log]® Lg (tTo) (— ~^ ) ce qui ne se peut pas d'après le lemme (IV.5.3.4) 
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IV. 5. 3. 8. Lemme. — Pour un point géométrique z de MY^^i, les fibres en z des faisceaux de 
cohomologies des j^^''^ HT{g,l,Tro,Ili)[d—lg](g)Lg{Tro), pourl > Iq, sont, en tant que représentation 
de GLi^g{Fo) X GLd-iog{Fo) x Wo de la forme 

0(nKOx7rj)®7r^®Lg(7ro)(O 
où ^ décrit les caractères de Z et ttç (resp. n'^) est une représentation de GL^ig_^g{Fo) (resp. 

Démonstration. — C'est évident en utilisant que les strates sont induites, i.e. 

j^J'HT{g,l,no,Ui)=jf}^^J^{g,l,7ro)i(^Ui Xp,^,^^,,(p.„) Pi.gAFo) 

en tant que PiQg,d{Fo) x Z-module. Les torsions découlent alors de l'action telle qu'elle est décrite 
au §IV.2.2. 

□ 

IV. 5. 3. 9. Lemme. - Supposons que pour tout l ^ l ^ Iq, les constituants simples de dimension 
strictement supérieure à d—l^g des jfj'^ HT{g, l, tTq, Ili)[d — lg] sont ceux prévus par la proposition 
(IV. 5. 3. 3) et supposons qu'il existe l < Iq tel que 

jf'^'HTig, l, TTo, [V, l-r~i]^J[d - Ig] ® L,(;ro)(-fc^^) 

admette ifJ'°^HT{g, Iq, tTo, [h — 1, 1 , — — l]7ro)[<^~^og]'S)-^g(7'"o)(— ) comme constituant. 

On a alors l ^ h et r — 0. 

Démonstration. — On considère la filtration par le poids de 

jf'HT{g,l,no, [Y ,T^7^1]„J[d - Ig] L,(7r„)(-fc^^) 
et la suite spectrale qui s'en déduit 

Ei'O = h^+Jgr_^^(l^r) ^ h^+^j^''HT{g,l,7ro, [V,l-r- i]^J[d-/g]0L,(7r,)(- ^^^ ~ + ^'' ) 

où grk{l, r) est le gradué de poids k de j^^^ HT {g, Z, tTq, [V, I — r — Zg](g)£g(7ro)(— ). 

D'après le lemme précédent toutes les fibres aux points géométriques de M^^g^x -^i'"' avec 
i + j < log — d sont, en tant que GLi^g{Fo) x Wo-module, de la forme 

alors que celles de jfJ'°^HT{g, Iq, ttq, [h — 1, 1 , — — l]7ro)M ~ ^od] ^g(^o)(— ) sont de 

la forme 

En remarquant que les ^^''os-<i+i-» q^.^^ g^pport de dimension strictement inférieur à d — log 
et que les E'^ sont nuls pour n ^ Ig — d, on en déduit alors que r = et l ^ h. 

□ 

IV. 5. 3. 10. Lemme. — Pour tout 1 ^l <Iq et toute représentation H elliptique de type tTq de 
GL(i^_i)g{Fo) distincte de \Iq — 1 — IJ^to, jf^^ HT{g,l,-Ko,^i)[d — Ig] ne contient pas 

j^Jo9HT{g,lo,no,-nixIl)[d - Ig] ® s('<'-')(s-i)/2. 
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Démonstration. — Dans le cas contraire considérons l minimal pour cette propriété. En l'appli- 

> 

quant à H; = [/ — IItt,,, on en déduit que 

jfJ°'HT{g, h, TTo, [T^l, T, lo-l-i)[d - Ig] ® Lg{-Ko){- °^^ ~ ) 

reste dans le membre de droite de (IV.5.2.18), où ^o — l — M-Ka désigne H. En effet il y apparaît 
YÏa. ifj'^ HT{g,l, -Ko, [Z — Ig] Lg{'Ko){— '^^2 ) ®* n'est pas compensé car d'après le lemme 

prcccdcnt ce ne pourrait qu'être pour \m V < l ce qui contredirait la minimalitc de Z. Si le signe 
est négatif on obtient directement la contradiction, sinon on argument comme suit : en utilisant 
la pureté (resp. sans utiliser la pureté), par application de N^°~^ (resp. de la dualité de Verdier), 
on en déduit que e'K„[9i'io-i,-Ko] (resp. e'K„[9'rk,-K'^] pour un certain k) devrait contenir 

jl'°<^HT{g,lo,no, \[ï^l]^:^n{\)[d-hg]® L,{no){- ''^^ ~ ^ ) 

(resp. 3u"'HT{g, lo,Tr^, if^lU^ xUiY)[d- log] O Lg{Tr^){- '"(g+D-^ )) qui est de_poids d+Zo-2. 
Or tous les constituants de dimension strictement supérieur k d — log de R^ria,vo{Qi)[d — 1] (resp. 
de R^r]„,TT'^ {Qi)[d — 1] ) sont de poids strictement inférieur a d + Iç, ~ 2 de sorte qu'il existerait 
un point géométrique de M^'"^ tel que la fibre de h''°3^''-gri^-i_T,^ (resp. h'-"^^'^grk,Trv) en ce point 

admettrait un facteur direct de poids d + lo — 2 de la forme \[l — 1]^^ x^H;] (resp. [[/ — IJtt^ x^n;]^) 
ce qui n'est pas d'après le corollaire (IV.5.3.2). 

□ 

Fin de la preuve de la proposition (IV. 5. 3. 3) : pour tout k, on pose dans 25 : 

l = k — l mod 2 

Le corollaire (IV.5.3.2) et ce qui procède, prouvent alors que pour tout point générique z de 
dimension supérieure ou égale à d^l^g, '^j^{—^Y{h^Qk,-Ko-ia)z est nulle. On en déduit donc d'après 
la proposition (IV. 5. 1.5), que Qk,TTo,io ^^t de dimension strictement inférieure k d — log, ce qui 
conclut la récurrence. 

□ 

IV. 5. 3. 11. Définition. — Pour l ^ l' et H; une représentation de GLig{Fo), on introduit les 
faisceaux pervers purs de FPH(Ms^) ^^''^ 

V-{g, l', TTo, l, Ui) := 3l'''HT{g, l', tto, Ilix[i'-l-l]„^)[d - l'g] S "'"'2""'' 
purs de poids d — l'g — 2{l' — l) et 

V+{g, l', TTo, l, no := jl^''HT{g, l', tt^, n^Vf/' - Z - l],J[d - l'g] s"'"'""^'' 

purs de poids d — l'g + 2{l' — l). 

La filtration par le poids donne alors le corollaire suivant. 

IV. 5. 3. 12. Corollaire. — (i) E existe, pourO < i < Sg — l, des faisceaux pervers P^^^i^iCHi) G 
FPH(Ms^) tels que l'on ait, dans FPH(Ms^), les suites exactes suivantes : 

0~^P^^M'ni)^j^''HT{g,l,TTo,Tli)[d-lg]^j^J'HT{g,l,TTo,Tli)[d~lg] ^ 
^ P^„,;,i(n;) P^„,(,o(n;) V-{g, l + 1, TTo, l, Ui) © A„,;,o(n() 



(^''^ Comme dans la remarque (IV. 4. 3. 2), ceux-ci ne sont pas simples mais plutôt une somme directe de e,ro faisceaux 
pervers simples où la différence entre eux provient de l'action de T^^lg' ailleurs pour ce qui est des poids cf. la 
remarque (IV.4.5.6). 
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avec A7r„,i,i(ni), poMr 1 ^ i ^ Sg — Z, des faisceaux pervers concentrés aux points supersin- 
guliers purs de poids d—lg — i — 1 et P^^^^i^s^-iiTii) un faisceau pervers concentré aux points 
supersinguliers de poids inférieur ou égal à d — Ig — Sg + l. 
(a) Dualement pour la dualité de Verdier, le complexe Rj^''^ HT{g,l,TTo,Tii)[d—lg] est un objet 
de FPH(A'/s^) qui s'insère dans les suites exactes courtes 

^ j^J'HT{g, l, TTo, Ili)[d - Ig] Rj^^HTig, l, tTo, Ili)[d - Ig] 

DP^^j,o{Ui){lg - d) ^ 

^ £)^„„,;,o(n;)(/5 -d)(B P+{g, l + 1, TTo, l, Ui) ^ 

DP,„,i,o(ni)(/5 - d) — > DP,„,;,i(n;)(Z5 -d)^o 

^ DA„^,i,r-i{Ui){lg -d)(B V+{g, l + r, tto, l, Tli) 

DP„„,i,^_i(no(/5 -d)^ DP„„,;,^(no(/ff -d)^o 

^ DA„^j,,^_i_i{Ui){lg -d)® V+{g, Sg, tto, l, H;) 

DP^^,l^,^_l_^{Ui){lg -d)^ DP^^^i,,^_i{ni){lg - d) ^ 

Remarque : Hors des points supersinguliers, nous avons montré que les grk étaient purs de poids 
(i — 1 + fc, ce qui n'a rien d'impressionnant puisque finalement on l'a déduite de la pureté locale 
qui nous est donnée d'après l'hypothèse de récurrence. Nous verrons à la proposition (IV. 7. 3. 2) 
comment la démontrer pour les faisceaux pervers supportés par les points supersinguliers. 

IV. 5. 3. 13. Corollaire. — Pour tout \k\ < Sg, l'image de CTr^grk^na dans <Ô est égale à 

i = fc-l mod 2 

où comme ci-dessus, Pk est une somme de faisceaux pervers concentrés aux points supersinguliers. 
Dans tous les autres cas grk,7r„ est de dimension nulle, concentré aux points supersinguliers. 

IV. 5. 4. Étude aux points supersinguliers des jf^^T{g, l, TTo)[d ~ Ig]. — Le but de ce para- 
graphe est de déterminer les faisceaux pervers ponctuels non précisés dans la proposition (IV. 5. 3. 3). 

On rappelle que le raisonnement du paragraphe précédent ne s'appliquait pas au niveau des points 
supersinguliers car nous n'y connaissons pas l'aboutissement de (IV. 4. 1.17). Une idée naive est que 
pour connaître un faisceau ponctuel, on peut commencer par calculer son groupe de cohomologie 

IV. 5.4. i- Proposition. — Soit 1 ^ g < d ne divisant pas d (resp. g divisant d — sg), et 
soit n une représentation globale de telle que II vérifie Hyp(/9oo) avec Ho — Sts(7ro) pour 
TTo une représentation irréductible cuspidale de GLg{Fo). Pour tout ietl^l^Sg (resp. 
1 ^ l < s), la composante Tl°°'° -isotypique des groupes de cohomologie des faisceaux pervers 
j^''^ HTp^{g,l,no,Iii)[d — Ig] est nulle, soit avec les notations de (IV. 4. 2. 4) : 

W{jfyHT,^{g,l,i^o,'ili)[d-lgm'^'''] = 0. 
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Démonstration. — On raisonne par récurrence pour l variant de s — 1 à 1 ; l'initialisation de la 
récurrence se fait d'elle même dans la preuve de l'induction qui suit. On reprend les suites exactes 
courtes de faisceaux pervers du corollaire (IV. 5. 3. 12). On montre tout d'abord, par récurrence sur 
i de s — Z — 1 à 0, que pour tout j ^ 0, les groupes de cohomologie {P^^^i^iCIIi) (g) j0.p^)[ll°°'''] 
sont nuls et que 

Sg-l-1 

k=i 

Le résultat est clairement vrai pour i = s—l — 1 car P^^^;_s_;_i(n;) est un faisceau pervers ponctuel. 
Supposons donc le résultat acquis jusqu'au rang i + 1 et montrons le au rang i. La suite exacte 
longue de cohomologie associée à 

fournit, pour j 7^ 0, les isomorphismcs 

jï^(p„„,,,(no « £p^)[n-^°] ^ i/-'(p^„,;,,_i(n() ® /:p„)[n~'°] 

car d'après l'hypothèse de récurrence portant sur les Z, 

W{P{g,l + i,7ro,l,Ui)(^£pJ[U^'°] 
est nul ce qui implique la nullité de 

W{P.{g,l + i,7ToJ,Iii)® jCpJ[Il°°'°] 
Par ailleurs pour j = 0, on a la suite exacte courte 

^ ifO(p^„,i,i(no £p„)[n°°'"] ffO(p,„,;,i_i(no ® c^^) 

d'où le résultat. 

On considère alors la suite exacte longue de cohomologie associée à 

^ P.„,i,o(ni) 3f'HT{g, l, TTo, Ili)[d - Ig] j^J'HT{g, l, tt^, Tli)[d - Ig] ^ 
qui s'écrit 

^ Jï-i(jf' ^) H-\jfJ^) FO(P„„,,,_,_i) H"{jf^) H\jfJ<>) 

et pour tout i ^ —1,0, W{jf^^) ~ H^ijf^^) oh pour alléger les notations, on a omis d'écrire 
HTp^{g,l,'ïïo,^i)[d — Ig] ainsi que [11°"'°]. On en déduit alors que pour i ^ 0, H'^{jf^^) est pur 
de poids d — 1 + i alors que H^{jf''^) est mixte de poids inférieur ou égal à d — 1. Le calcul de 
la somme alternée laquelle est nulle pour g \ d et pour g\d est constituée d'un 

seul terme de poids d — 1 — (s — l), implique alors la nullité des H^{j^^^) pour î > et celle des 
HTp^{g,l,Tro,Tii)[d— lg])[Il°°'°] pour i > et pour tout tTo- La dualité de Poincaré donne 
alors la nullité des H^j^J^ HTpv^igJ,^^ ,'n.'^)[d - lg])[U°°'''] pour tout tto et tout i < et donc 
finalement la nullité des H^{j^^^ HTp^{g,l,no,Iii)[d — lg])[Il°°'°] pour tout i et tout tto- 

□ 

Remarque : Il est possible de faire des calculs strictement similaires pour Hq quelconque. Par 
exemple, au lemme (IV. 7. 3. 2) on traite le cas de IIq ~ St„j(Çi) ffl • • • ffl St„^(Çr)) le cas général 
étant traité dans la preuve du théorème (V.4.1). 

IV. 5. 4-2 — D'après le corollaire (IV. 5. 3. 12) et en remarquant qu'un faisceau pervers ponctuel n'a 
de la cohomologie qu'en degré zéro, les corollaires suivants découlent directement de (IV.2.2.13). 
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IV. 5. 4-3. Corollaire. — Pour g divisant d — sg (resp. 1 ^ g < d ne divisant pas d), soit II une 

représentation irréductible de D'^ vérifiant Hyp(/9oo) telle que Tlo ~ Sts(7ro). On a alors : 

(i) pour tout i ^ d — Ig (resp. pour tout i), Hl{Mf''f ^,J^(g,l,Tro)i 'S> 'Cpoo)[n°°'°] et donc 
Hi{M^ll , T{g, l,Tro,I)(E) Cp^ ) [n°°'°] sont nuls et pour i = d-lg 

liniiî^'9(M=^^_i,^(5,l,7ro,/)i ® /:p^)[n-'°] = 
I 

€ea(7ro) 

lim Hf{M=ji, HTp^ {g, l, tTo, Ui, 7))[n°°'°] 

4ea(7r<,) 

en tant que représentation de GL(^g_i^g{Fo) x Z et de GLd{Fo) x Z, où 2l(7ro) est l'ensemble des 
caractères ^ : Z — > Q^^, tels que ttq (S) o val(det) ~ tto et m(n) est la multiplicité de U dans 

l'espace des formes automorphes. 
(a) pour tout 1 ^ l ^ s, on a 

H°{j^'0HT{g,l,7ro,Ili)[d~ lg]<8) LgiiTo)) 

= m{IL)e^Sllix[s-l -lUJ ® Lg(7r„)| - |-(-')(ff-i)/2 

IV.5.4-4- Remarque. — Si II vérifie Ilyp(oo), la condition Ho ~ ['S ^ IItto pour tt,, une 

représentation irréductible cuspidalc de GLg{F^), implique qu'il existe une représentation 

< 

irréductible cuspidale tToo de GLgi{Fao) avec d = s' g' telle que IIoo ~ [s' — IJ^r,^ et donc II vérifie 
Hyp(Poo) avec poo = JL"^([s' - l]7roo)• 
/V.5.^.5 — On rappelle que D est une algèbre à division centrale sur F dont les invariants locatix 
en les places a; de F distinctes de oo et o sont égaux à ceux de -D et — Do,d (resp. .Doo) est 
l'algèbre à division centrale sur Fq (resp. -Foo) d'invariant l/d (resp. —1/d). Pour la preuve de 
l'énoncé suivant on considère une représentation automorphe irréductible II de telle que : 

- IIoo — [s — IJttoo pour TToo une représentation cuspidale de GLd{Foc) et IIq ~ [s — 1]^^ ; 

- m(n) = 1 ; 

- l'ensemble ^-jjx (H) des représentations irréductibles automorphes II de telle que 11°°'° ~ 
n°°'° est réduit à un élément avec m(n) = 1, Ho ~ JL^^(no) et IIoo — JL^^([s — IIttoo)- 

L'existence d'une telle représentation II est assurée par Henniart (cf. [15] annexe A-4). 

IV. 5. 4-6. Corollaire. — Pour tout 1 ^ l ^ Sg, les faisceaux pervers A^^^i^iilli) du corollaire 
(IV. 5. 3. 12) sont tous nuls et pour g ne divisant pas d (resp. g\d = sg) P^^,;_Sg_j(n;) est nul (resp. 
P-K„,i,s-i-iiJ^i) est le faisceau pervers ponctuel de support l'ensemble des points supersinguliers tel 
que P„^^i^s-i-i{^i) est isomorphe à T{g, s, 7ro)(-^^^^^^^— ® (H; x [s - / - l]-^^)). 

Démonstration. — D'après la proposition précédente on a 

limiî°(Mj,,„, A^„,j,,(ni) (»>Cp^)[n~'°] + 

i=0 I 

I 

lim H^-'a {Mj,s^ , jf'HTp^ (g , TTo , , /) ) [n°-'°] . 



116 



CHAPITRE IV. FILTRATION DE MONODROMIE DES CYCLES ÉVANESCENTS 



Le membre de droite est d'après (IV.2.2.13) soit nul, pour g ne divisant pas d, soit de poids 
d — Ig — Sg + l pour g divisant d. 

- Les faisceaux pervers A7r„,(,i(nj), pour ^ i < Sg — l étant de dimension zéro et purs de poids 
d-lg-i, la nullité de H^iMfl^ -^, A^^^i^i{Ui) O jCp^)[U°°'"] implique celle des A^^^i^i{Tli). 

- De même pour g ne divisant pas d, PttoJ.s-i, faisceau pervers concentré aux points supersin- 
guliers, est nul car son groupe de cohomologie en degré l'est. 

- Pour g divisant d, on rappelle, cf. le corollaire (IV. 5. 4. 3), que 

KiMTZA^Ha, i, TTo, n^, /)i ® )[n°°'°] 

est nul pour i ^ d—lg, et 

limif^'9(M=^^_i,^(5,/,7r„)i ® £,^))[n-'°] = 
I 

m(n) [s-^-l].<,(;(s-i)/2) os Ç 
çea(7ro) 

011 2l(7ro) est l'ensemble des caractères ^ : Z — > Q;^ , tels que ttq o val(det) ~ tto- Ainsi pour 
toute représentation elliptique Hi de type tt» de GLig{Fo), 

limH%Mfll,jf<>HTp^{g,l,7To,Ili,I)[d-lg])[U^'''] = 
I 

(s-i)(g-i) 



m(n)e„„n; X [s - Z - 1]^^ (g) S 2 

en tant que représentation de GLd{Fo) x Z. On étudie alors comme précédemment l'égalité 
(IV. 5. 2. 18) et tout particulièrement les faisceaux pervers de dimension nulle. En ce qui concerne 
les faisceaux pervers simples de poids s{g + 1) — 4, le membre de droite de (IV. 5. 2. 18) est égal à 

(s-l)(5 + l)-2, 



{P.o,s-iA[s - 2],J(-^ '-^^^ )- 

^(<?, s, TTo) ® [J^, T],J ® Lg(^„)(-£i^+illli) 

de sorte que P^^_s_i_i([s — 2]^^) contient T{g, s, tTo){—^-^)'Si[s — 2, 1 j^^^ et donc, vu que les strates 
sont induites, J^{g, s, 7ro)(— ^^) O [s — 2]^^ x*[ ]^^. Par ailleurs d'après (IV. 2. 2. 14), on a le lemme 
suivant 

IV. 5.4-7. Lemme. — Pour toute représentation Ilg de GLd{Fo), on a 

Inn fO(M/^,^ , ^(ff , s, TTo, /) n,) = e^^Cg-^^^ [JL-i ((^, J] ® n, 

I 

de sorte que sa partie -isotypique est eTj^m(JÏ)Iis- 

En appliquant ce lemme à Ilg = ns_i7[ ]^^, et en utilisant les propriétés imposées à H, on 
obtient que la partie n°°'°-isotypique de limiî°(M/g ,T{g,s,TTo) ® Hg-i x [0]n-„) est égale à la 

partie n°°'°-isotypique de \\m.H^{M^^f~'^''\HT{g,s - l,7ro,n^_i)[5f] qui d'après ce qui précède 

est égale à celle de \iuYH^{Mi^s„,P'Ka,s-i,\(J^s-i))- On en déduit donc que Pt^^^s-i,i{J^s-i) est égal 

On raisonne alors par récurrence sur Z de s — 1 à 1, en supposant que pour tout l > Iq, 
P-!Vo,i,s-i-ii^i) est isomorphe à J^{g, s, 7ro)(— ) (g) H; x*[s — / — 1]^^. On regarde alors les 
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faisceaux pervers de dimension nulle et de poids s{g + 1) — 2(s — Iq + 1) dans l'égalité (IV.5.2.18), 
soit 

P^,,i„s-io-i{[io - 1]^J 8) (- ^°^^ ~ '^ )+T{g,s,TTo)<S) 
ce qui donne 

P^,,i,,s-io-A(h-l]^o) - Hg, s, TTo) [lo - 1, 7, s - «0 - ® Lg{7ro){- ''^ ~ ~ 



positif. On en déduit alors que P^^_io_5_;o_i([lo — contient 

{s-lo){g-l). 



et donc vu le caractère induit des strates, Pj^^^i^^s-io-ii^ia) contient 

(s-/o)(!?-l). 



T{g,s,-Ko){-- ^) on^o X [s - Zo - IItto- 

L'égalité provient alors de l'égalité des comme dans le cas Iq = s — 1, traité ci-avant, d'où le 
résultat. 

□ 

IV. 5. 4-8. Corollaire. — Le théorème (IV. 4. 4-1) est vrai. 

Démonstration. — En effet le résultat découle directement de la proposition (IV. 5. 2. 2) en 
réinjectant les égalités de la proposition (IV. 5. 3. 3) oiî les Pi,; sont nuls d'après le corollaire 
(IV.5.4.6). On obtient ainsi pour tout 1 ^ i ^ Sg : 

Y,{-^)'-'3f''HT{g, l, no, [i^l, T^].J[d - Ig] ® X,(7r.)(- ' 2 + 2^ - Z ^ ^ 

l=i 

S g S g / 

g(-l)'-* £ j,^('+'-)'^iîr(5, Z + r, TTo, [Î^, r^i],„3?[;^k)[d - (/ + r)ff] 

(Z + r)(ff-l) + 2(j-l) 

(g) Lg{TTo){ ) 

laquelle somme est alors égale à 

f2jf:''HT{9,l,^o,ni,,)[d-lg] ® L^(;ro)(-fc^l±^^^) 

oii 



n;,i := ^i-iY-'[i^h^Ux[i - r - 1]^^ = [t^iu 

r=i 

avec 

e^AR%.,M)[d-l]] = j:tiEtiJu'HTigJ,7ro,Ui,,)[d-lg](® 

L,(.„)(-M±M) 

i.K)(-^)(E^^,Li<j„,,(-t) 



= Efe=i-sE ii'Ki^'s ju^HT{g,l,T:o,[l-l]^J[d-lg] 

l = k — l mod 2 

®Lg{no){-^-^) 

d'où le résultat. 

□ 
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IV. 5. 4-9. Corollaire. — Pour tout g\d = sg, et tTq une représentation cuspidale de GLg{Fo), 
on considère les groupes de cohomologie HilMfh , R^'i>jj^j^Tr^{Cp^)) ainsi que leur limite induc- 
tive sur tous les idéaux I de A, limite que l'on notera -f^i/j j • Pour H une représentation 
automorphe de vérifiant Hyp(/Ooo)j on a les résultats suivant : 

(1) pour g ne divisant pas d, les H-Lf^ ^ .,^^ p^ [H""'"] sont nuls pour tous j, h, i ; 

(2) pour g divisant d = sg et Hq ~ [s — Ij^r,,, les H^^f^^,j^^ p^\n°°'°] sont nuls pour h qui n'est 
pas de la forme Ig avec 1 ^l ^ s ; 

(3) pour g divisant d = sg etHo — [s — IJtto, les H-L^^ - [U°°'°] sont nuls pour j ^ d — lg ; 

(4 ) pour g divisant d = sg etTlo — [s — Ij^r^ , les H^g^^^^^^^ sont nuls pour i ne vérifiant 

pas l{g - 1) ^ i ^ Ig - 1. Si 1 ^ l < s et i = Ig - r avec l^r^l, H'^g%-r,,,,,p^ [n°°'°] esi 
isomorphe à 

m{U)i[l^r, 7^]^^x(s - l - 1],J (g, Lg(7ro)(- '^^~^^~^^''~'^ ) 

en tant que représentation de GLd{Fo) x Wg, où TO(n) est la multiplicité de H dans l'espace 
des formes automorphes. 

Démonstration. — On rappelle (cf. la proposition (IV. 2. 2.1)) que pour tout i,j, on a un isomor- 
phisme canonique 

Ta es h 

de sorte que les résultats découle directement du corollaire (IV. 5. 4. 3). 

□ 



IV. 6. Faisceaux de cohomologie des jf^ ^ T{g,l,Tro) 

Rappelons, cf §IV.4.5, que d'après le théorème de comparaison de Berkovich-Fargues, la filtra- 
tion de monodromie-locale du complexe sera donnée par les germes en un point supersinguliers 
des faisceaux de cohomologie des gr^ ■ On propose alors de calculer tous les faisceaux de cohomolo- 
gie des girfc. D'après la proposition (IV. 5. 3. 3) précisée par le corollaire (IV. 5. 4. 6), il nous suffit de 
déterminer les faisceaux de cohomologie des jf^^ 3^{g, l, 7ro)[(i — Ig]. Nous verrons que cela ne pose 
aucun problème en dehors des points supersinguliers car on peut utiliser l'hypothèse de récurrence 
dans le théorème (IV. 3. 2. 3). Au niveau des points supersinguliers on ne dispose d'aucun ren- 
seignement local, cependant la proposition (IV. 5. 3. 3) nous permet de restreindre efficacement les 
possibilités pour les germes en un point supersingulier de ces faisceaux de cohomologie. 

IV. 6.1. Une écriture dans (S de j^^^J^{g,l,'ïïo)[d — Ig]. — 

IV. 6. 1.1. Lemme. — Pour tout 1 ^ l ^ Sg, on a l'égalité dans (5 ; 

Sg—l 

Vig,l,no) = ^(-l)'-jf ^'+''^«ifT(5,Z + r,7ro,[î^k7[^k)[rf- (/ + r)5] 

r=0 

®L,(7r„)(-^fc^) 

Démonstration. — On démontre le résultat par récurrence sur / de Sg à 1, en utilisant les corollaires 
(IV. 5. 3. 12) et (IV.5.4.6). Le cas l = Sg est directement donné par loc. cit. Supposons le résultat 
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acquis jusqu'au rang Z + 1 et traitons le cas de l. D'après loc. cit. on a 

s-l 

+ Y.3f}'^^^'HT{g, l + î, TTo, \^l],;^[t^l\,^)[d -{1 + z)g] ® Lg{7To){-'-^) (IV.6.1.19) 

i=l 

D'après l'hypothèse de récurrence on a 

jl(W)9HT{g, l + i, TTo, [t^l]^^x[i^l]^J[d -{1 + z)g] LgiTToK-'-^) = 

s—l—i 

Yl {-^Yjf^'^'^'^'HTig, l + i + r,no, [t^l]„^x[t=~l]„^xf^]„J[d + i + r)g] 

r=0 

■r , N/ {i + r)g — i — r. 

®Lg{-K,){-^- ) 

de sorte que (IV.6.1.19) s'écrit 

V{g, l, TTo) - jf'HT{g, l, tt^, [l^].J[d - Ig] <S) Lg{-Ko) = 

S — l , 

<'+''^^i/T(5, l + r, TTo, [l^]^„^n,)[ci - (Z + r)g\ ® Lg(^„)(-i^^) 
OÙ = {-\Y-^{r + Ei=i (-l)'"M«-^]7ro^[^ - « - ÎItto = [r - d'où le résultat. 

□ 

IV. 6. 2. Filtration de monodromie-locale en hauteur non maximale. — On rappelle que 
d'après l'hypothèse de récurrence, le théorème (IV. 3. 2. 3) est connu pour les modèles locaux de 
Deligne-Carayol de hauteur strictement inférieure à d. Ainsi l'aboutissement de la suite spectrale 
(IV.4.1.17) est connue en dehors des points supersinguliers tandis qu'on ne connaît que les germes 
en des points non supersinguliers des termes E\ (cf. le théorème-définition (IV. 3. 2.1)). 

IV. 6. 2.1. Proposition. — Pour g ^1 et 1 ^ l ^ Sg, les faisceaux de cohomologie h^V{g,l,Wo) 
sont nuls pour tout i<l — Sgeti qui n'est pas de la forme lg — d+a{g—l). Pour i = lg — d+a{g— 1) 
avec ^ a < Sg — l, ils sont égaux dans FII(Ms^) à 

jfii+-)9HT{g, l + a, TT^, [[^],^3?[ar^],J ® Lg{iTo){-'^^^^). 

Démonstration. Pour i < Ig — d, les h'^V{g, l, tTq) sont tous nuls car V{g, l, tTq) est de dimension 
d — Ig. On a la suite exacte courte de faisceaux pervers 

P^^^ifii-ïïo) ® Lg{iTo) — > jf^^{g, l, TTo, T^o)[d - Ig] «) Lgi-Ko) — > V{g, l, -Ko) 

où Pxo,ifl{''^o) est un faisceau pervers de dimension d — {l + l)g de sorte que 

h''~''j^JH9, 1, ^o)[d - g] = jf'Tia. 1, 7r„). 

Le principe est alors d'utiliser le théorème de comparaison de Berkovich-Fargues couplé avec le 
lemme (IV.6.1.1). 

Remarquons tout d'abord que d'après le corollaire (IV.5.3.13), pour tout fc, grk,7ro est pur hors 
des points supersinguliers, de sorte qu'en ce qui concerne les strates non supersingulières, on a 

e.>Wo= h^V{g,l,7ro)i- ^~l^'' ) 

\k\<l^Sg 

l = k — l mod 2 

Ainsi d'après le corollaire (IV. 5. 3. 2), on en déduit le lemme suivant. 

IV. 6. 2. 2. Lemme. — Les h'^'P{g,l,no) vérifient les propriétés suivantes : 
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- hormis les points super singulier s, ils sont à support dans les strates Mj ^ ^ pour l ^ l' ^ Sg 
avec l'g~d-l' + l-l'^i!^l'g-deti = l'g-d-l' + l-l mod 2 ; 

- pour i = l'g — d — l' + l — 1 + 2r, la fibre en un point géométrique de Mf^ ^ de h^'P{g, l, tTo) 
est un facteur direct de 

[1 + 2r - lUAV -l-2r- ^ Lg{7To){- '^^ ~ + f ~ + ^'' ) 

Soit z un point géométrique de My\^ ■ Les strates étant induites, on en déduit que la fibre en 
z de h^V{g,l,'iTo){—^^^^Y^) est de la forme : 

€ 

où TTç est une représentation de GL(ii_i-jg{Fo). Pour ^ = S^^' -0(9-i)+2i-)/2 ^^g^ r > 0, on remarque 
que si [/ — l]^^(^)'>?7rç contient un des deux constituants de 



[l + 2r- x[l' -l-2r- 
alors il contient aussi tous les constituants de 



{[l - x[l'-l-2r- 1]^J X [2r - 1]^., 

alors que, par exemple [2r — 1, 1 ,1 — 1,1' — l — 2r]^^(S) Lg{no){— ^ {9-^)+'2r ^ n'est pas un constitu- 
ant de e^^h^ a-d-i d'où la contradiction. 

On en déduit ainsi que ^^'^^'^ ^'■^^V{g,l,Tro) est le seul faisceau de cohomologic ayant un 
support d'intersection non vide avec la strate l'g. Le raisonnement étant valide pour tout l', on 
en déduit aussi que le support de /i' s-d-i +i-i'p^g^ contenu dans la strate l'g. Le lemme 

(IV. 6. 1.1) donne alors que la restriction à la strate l'g de ft.' s-d-i +'-~'^'P{(j^l^-Kg) est isomorphe à 
HT{g,l',no, [t^lU^x[l' - l - i]„J ® Lg{7To){- ^^'~''>^'~^^ ), de sorte que 



^i'g_d-i'+i-i-p^g^ Z, TTo) ^ jf'HT{g, l', wo, [l - l]^^x[l' - l - 1],J 

(g) Lg^TTo)!, J. 

□ 

IV. 6. 2. 3. Proposition. — Pour g — 1, les h^'P(l,l,£,o), sont nuls pour i ^ l — d et pour i = 
l — d leur restriction à Mf^^'^^, pour ^ r < d — l est égale dans FH(M^'+'') à HT(1, l + 

r,ioAl^l]^J^f^l]0- 

Démonstration. — Elle est strictement identique à celle pour ^ 1, en considérant à chaque étape 
les restrictions aux strates Mj''^^ ■ 

□ 

IV. 6. 2.4- Proposition. — Pour g ne divisant pas d, h^^^~''-~'^^<'~^^V{g,l,'Ko) est, dansFH(Ms^), 
isomorphe à 

jf'^'HT{g, sg, TTo, Lg{iTo){- ^''~^^^^~'^h - 

Par ailleurs les h^V{g, l, tTo) sont nuls pour Sgg — d — (sg — l) < i ^ 0. 

Démonstration. — Tant qu'on est en dehors des points supersinguliers, les arguments précédents 
s'adaptent, en utilisant le théorème de comparaison de Berkovich-Fargues avec la connaissance de la 
filtration de monodromie-locale des modèles de Deligne-Carayol en hauteur strictement inférieure 



IV.6. FAISCEAUX DE COHOMOLOGIE DES j^'" y^{g,l,-To) 



121 



à d. En ce qui concerne les points supersinguliers, on raisonne par récurrence sur l de Sg a 1. Pour 
l = Sg,\e corollaire (IV. 5. 3. 12), joint au corollaire (IV. 5. 4. 6), donne 

'P{9,Sg,iro) = jf^''^HT{g,Sg,-Ko, [Sg - l]7ro)M - Sgff] O Lg{-Ko) 

d'où le résultat. Supposons donc le résultat acquis jusqu'au rang l + 1 et traitons le cas de l. On 
considère les suites exactes courtes du corollaire (IV. 5. 3. 12), où l'on rappelle que d'après (IV. 5. 4. 6), 
les ^7ro,(,g sont nuls : 

0^ P.„,i,o([î^k) ^ jf ^iîr(5,Z,7r„, P^l]^:)[d-lg] 

où /Vo,J,sg-i([' — ^]to) le faisceau pervers nul. On démontre alors par récurrence sur r, de Sg — l 

i 

à 0, que le germe en un point supersingulier de h'^P^^^i^r{[l — IJtto) est nul pour tout i, d'où le 
résultat. 

□ 

En direction du théorème (IV.4.4.7), on a le résultat suivant. 

IV. 6. 2. 5. Lemme. — Pour g ^ 1 divisant d = sg (resp. g = 1), la fibre en un point su- 
persingulier de /i*7-'(.9, Z, TTo) (resp. de h^V (l , l , £,o) ) est nulle pour i < l — s. Par ailleurs les 
h''~'^~^^V{g,l,TTo) sont concentrés aux points supersinguliers pour ^ i < s — l, de fibre (resp. 
la fibre en un point supersingulier de /i'~*+''P(l, l, ^o) est), en tant que GL^{Fo) x Wo-module, un 
sous-espace, éventuellement nul, de 

[t^lW^is -1-2- ^ Lg{7ro){- ~ ^^^^ ~ 

Démonstration. Nous ne traitons que le cas g ^ 1 , le raisonnement pour g = l étant strictement 
identique. On raisonne par récurrence sur ? de s à 1, le cas l = s étant trivial. Supposons donc le 
résultat acquis jusqu'au rang l+l et traitons le cas de l. On considère alors les suites exactes courtes 
de faisceaux pervers de (IV. 5. 3. 12). On remarque tout d'abord que toutes les fibres en un point 
supersingulicr des faisceaux de cohomologie des V-{g, l + r,TTo,l,Ili) sont de poids (s — l){g—l) de 
sorte qu'il en est de même pour les P^^^j^r(n() et donc pour V{g,l,TTo)- Le résultat découle alors 
de l'étude des suites exactes longues associées. Une façon plus visuelle et plus directe d'obtenir le 
résultat est de considérer l'isomorphisme DjfJ'^T{g, l, no)[d — Ig] ~ jfJ'^J^ig, l, '''o )M ~ — Ig) 
et de regarder la suite spectrale 

El'"^ = BFHom{h-'iV{g, l, tt^), K,^) ^ hP+^P{g, l, Tr^){d - 1) (IV.6.2.20) 

où désigne le complexe dualisant sur M/ ^^^^ 

On rappelle que pour un faisceau C sur Mj ^ , par adjonction on a 

RHom{i^J+''^'jf^^+''^'C, f%) ~ ('+'')»iîifom(£,i^('+'')S''i('+'-)»'7'Q/) 
et comme -M/ll^'^^^ lisse, on a 

jHl+r)9,'.i(l+r)9,'.fQ^ ^ [2(d _ (| + r)g)] {d-{l + r)g) 



(^*)On pourra voir les termes iîf '^ à la figure (5) (resp. (6)), pour g = 7, s = 5eti = 4 (resp. l = 3). 
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soit pour p > —2{d — {l + r)g), 
RFHom{j^''^^''^^HT{g, l + a, Wo, 

~ (i('+«)«iïP+2(d-(i+a)fl) jf(^+-')OHT{g, l + a,7r^, 

[î^]^v V[r^]^v) o |cir"(»+i)/2)(;^ _ (IV.6.2.21) 

Ainsi pour z un point supersingulier, {E^''^)^, pour q de la forme d—lg — a{g— 1) (resp. g = a+1) 
avec 0<a<s — etp = — (s — ? — 0)5 — i avec 0^z<s — / — a (resp. p = 0), s'il est non nul, est 
mixte de poids {s — l — a — r)(g — 1) /2 + {a + r)(g + 1) /2 avec ^ r < s — l — asip< —{s — l — a)g 
et pur de poids {s — l){g + 1) /2 si p = {s — l — a)g. Dans ce dernier cas on obtient alors 

[î^]^„^[s - Z - a - i]^^x[î^]^^ (g) |cl|-(«-0(9+i)/2 

(resp. {h~'^jfJ'^!F{g,l,iTo)oyi{—lg)® |cl|~*^*~'^*^^+^^/^ 011 le dual est pris en tant que représentation 
de GL(^g_i)g{Fo)). Dans la figure (2) on représente ces {E^''^)^ de poids (s — l){g + 1). Le résultat 
découle alors du fait que les El^ sont tous nuls pour i ^ 0. 




Figure 2. parties de poids (s — l){g + 1) de la fibre aux points supersinguliers des E^''' 
de la suite spectrale (IV.6.2.20) 

□ 

IV. 7. Preuve des théorèmes globaux sous IV. 7. 1.1 

On rappelle, cf. §IV.4.5, que le théorème (IV. 3. 2. 3) découle, d'après le théorème de comparaison 
de Berkovich-Fargues, des théorèmes globaux (IV.4.4.4), (IV.4.4.7) et (IV. 4. 4. 10). En outre le 
théorème (IV. 3. 2. 3) implique, grâce à (IV. 4. 4. 10) via Berkovich-Fargues, le théorème (IV. 3. 1.1). 
Par ailleurs le principe de la preuve de la proposition (IV. 6. 2.1) montre que (IV. 3. 2. 3) implique les 
théorèmes globaux. Le but de ce paragraphe est de montrer que le théorème (IV.3.1.1) implique 



IV.7. PREUVE DES THÉORÈMES GLOBAUX SOUS IV.7.1.1 



123 



les théorèmes globaux (IV.4.4.4), (IV. 4.4. 7) et (IV.4.4.10) et donc le théorème local (IV.3.2.3). Par 
souci d'efficacité, on montrera, en utilisant l'opérateur A'^, qu'il nous suffit en fait de connaître les 
parties de poids s{g — 1) de (IV.3.1.1). 

IV.7.1. Preuve de (IV.4.4.7) sous (IV.7.1.1). — 

IV. 7. 1.1. Proposition. — Pour tout diviseur g de d = sg et tto une représentation irréductible 
cuspidale de GLg{Fo), la partie de poids d—s de Up^^^J''^^ {JL~^ {[s — l]w„)) est nulle pourO < i < s 
et égale à [s — 1]^^ ® Lg{'Ko){—^^) pour i = 0. 

La preuve do cette proposition sera donnée au paragraphe suivant ; montrons comment le 
théorème (IV. 3. 2. 3) en découle. On commence par prouver le théorème (IV. 4. 4. 7) qui d'après 
la proposition (IV. 6. 2.1) découle alors de la proposition suivante. 

IV. 7. 1.2. Proposition. — Sous le résultat de la proposition (IV. 7. 1.1), pour g ^ 1 divisant 
d, /i'~*+''P((?, TTo) est nul pour i ^ et sinon est concentré aux points supersinguliers de fibre 
isomorphe à[l — l].,^^'x[s — l — l],ro ^g(^o)(~ ^""'^^^""^^ ) pour i = 0. 

Démonstration. — D'après le lemme (IV. 6. 2. 5) tous les germes en un point supersingulier des 

V{g, l, TTo), sont de poids (s — l){g — 1). Le raisonnement de la preuve de la proposition (IV.6.2.1) 
s'applique alors tel quel en étudiant les V{g, l, 7'"o)(— '^^^ ) pour 1 ^ i ^ s et en utilisant la 
connaissance des parties de poids s{g — 1) de (IV. 3. 2. 3). 

□ 

IV.7.2. Preuve de (IV.4.4.10) sous (IV.7.1.1). — On considère la suite spectrale (IV.4. 1.17) 
associée à la filtration de monodromie. D'après la proposition précédente et le point (ii) de la 
proposition (IV. 5. 3. 3), le germe en un point supersingulier z de El'-' vérifie les propriétés suivantes 
(cf. la figure (1) dans le cas s = 4 et g = 3) : 

- il est nul pour i,j ne vérifiant pas la condition suivante : il existe ^ A; ^ s — 1 tel que 
j = 1 - s + 2fc et -fc < i < s - 1 - 2fc ; 

- pour j = 1— S+2A; avec < fc < s— 1, le germe en z de ^«-i-2/c-i-,i-s+2fe pg^j. q ^ ^ ^ 
est isomorphe à 

s{g-l) + 2k^ 

Y 



[s-r- l]^J[r - LgMi- ). 



En outre d'après (IV. 7.1.1), pour j = 1 — s et pour tout < i < s — 1, l'application rf^' 
— , ij^^^j^ ^ flèche non triviale 



X [s - i - 2]^^ — >[i + 1]^^ X [s - i - 3]^„ 



dont le noyau est \ i ,s — i — 1]^^ et le conoyau est [i + 2,s — i — 3]^^. Le logarithme N'^ de la 
partie unipotente de la monodromie induit un diagramme commutatif 



N" 



N" 



j»-2Js,l-a + 2fc 
«1 



i-2k+l,l-s+2k 



En remarquant que pour ^ fc ^ —i, N'^ induit des isomorphismes El "^^'^ ^'^'^^ ~ E^{^ * et 
Ei 

non triviale 



^i+i 2fe,i s+2k ^ j^t+i,Ws ^ déduit que la flèche d\ '^^'^ "^^"^^ est aussi induite par la flèche 



[ « ItTo X [s - i - 2]^„ — >[i + 1]^^ X [s - i - 1], 
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Finalement pour tout 1 ^ < / < s et tout k = l' — 1 mod 2 avec |fc| < Z' — 1, les flèches 
de la suite spectrale (IV.4.1.17), sont non nulles, et se déduisent des suites exactes suivantes 



^ [r - 1, / - 1%^ [i' - x[i-i'- 



-> x[?-r-2]^„ ^ [l' + 1,1-1' -2]^^ 

pour < Z — 1 et pour /' = / — 1 de la suite exacte courte : 



^ [/ - 2, 1 ^ [/ - 2],„ X [ ^ [/ - 

d'où le résultat. 



□ 



Remarque : On verra plus loin (cf. les remarques (IV. 8. 3. 6) et (IV. 8. 4.1)) qu'on pourrait en fait 
montrer (IV.3.2.3) directement, sans utiliser l'opérateur de monodromie A''. 

IV.7.2.1. Corollaire. — Pour ^ i ^ d - Ig et g > l, K'j^'^HT{g, l, tTo, ïli)[d - Ig] est, dans 
FH(Ms^), une somme directe sur tous les couples (n, r) tels que ng + r{g —l) = i des faisceaux de 
type HT{g, l + n + r) 

jfil+n+r),jj^^g^ Z + n + r, 7r„, ® ^^^^^^^^^ 

Pour g — 1, R^j^^HT{l, h,^oj^h)[d — h] est à support dans la tour des Mf^~^^ et sa restriction 
à M=^''+*+'' est le faisceau de type HT{1, h + i + r) : 



HT{1, h + i + r,^o, (Hh X [z - ll^J X [r - l]çj ® 3' 

IV. 7. 3. Pureté de la filtration de monodromie de iî^',,^(Q;). — La proposition suivante 
correspond au théorème (IV. 4. 4. 4) qui rappelons le découle, en utilisant la pureté de la filtration 
de monodromie, du théorème (IV.4.4.1) qui est prouvé au corollaire (IV. 5. 4. 8). Ce paragraphe n'a 
d'intérêt que par son application au cas de la caractéristique mixte. 

IV. 7. 3.1. Proposition. — Pour tout \k\ < Sg, e^^grk,TTa est, dans FPH(Ms^), égal à 

l = k-l mod 2 

Dans tous les autres cas grk,-K„ est nul. 

Démonstration. — Par rapport au corollaire (IV. 5. 3. 13), il s'agit de traiter les points supersin- 
guliers et donc, d'après le corollaire (IV. 5. 4. 6) de montrer que pour tout r = s — lmod2 et 
|r| < s — 1, V{g, s, 7ro)(— ) est un constituant de e^^gr^^TTo- ^"^^^ 

On commence par remarquer, en utilisant la partie unipotente N de la monodromie, qu'il 
suffit en fait de montrer que "P(g, 5, tïo){— ''^^2 ) constituant de eTr^gri-s,Tr^. Considérons 

alors V{g,s,7ro){—^^^j^) et soit r tel qu'il soit un constituant de CT^^grr^vo- Soit zj un point 
géométrique de Mf^^. D'après la proposition (IV. 7. 1.2), les germes en z/ dos h~^grk,i,no sont tous 
de poids strictement plus grand que s{g — 1) sauf pour k = 2 — s. Par ailleurs le germe en zj de 
R'^^^'ifrj„,i,7Ta{Qi) n'a aucun constituant de poids s{g — 1) de sorte que r ^ 2 — s. 



(19) On remarquera que le raisonnement suivant est valable pour toutes les strates de sorte qu'en raisonnant par 
récurrence l'argument du corollaire (IV. 5. 3. 13) en utilisant le théorème de comparaison de Berkovich-Fargues n'était 
pas strictement nécessaire. 
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- Si on avait r < —s, la partie unipotente N de la monodromie donnerait que 

^/ N / s(g — 1) — 2r , 
V{g,s,no){-^^^ ) 

serait un constituant de en-„-R*,,„,OTo(Qi)['^ ~ 1] ce qui n'est pas d'après (IV. 5. 2. 2) (IV. 5. 3. 3) et 
(IV.5.4.6), car 1 - s - 2r > s - 1. 

- Supposons r = 2 — s : pour s > 2, par application de la dualité de Verdier et de l'opérateur de 
monodromie A'', on en déduit que V{g,s,TTo) Lg{TTo){~^^'^^^j^~^) '^^ "P(.9, s, tTo){— ^'^^^^^-'~'^ ) sont 
des constituants de eTr^grs-2,-K„- Ainsi par une nouvelle application de N, V{g, s, tTo){— ^^^"^^^■'~^ ) 
est aussi un constituant de e^^grs-5,-7Ta et donc devrait apparaître deux fois ce qui n'est pas. 
Dans le cas s = 2, la situation défavorable correspondrait à V{g,2,no){—g) et V{g,2,'ïïo){l — g) 
constituants de e^^^grQ .^^ de sorte que dans la cohomologic globale, la monodromie serait nulle ce 
qui est en contradiction avec la proposition suivante pour s = 2. 

□ 

IV. 7. 3. 2. Proposition. — Pour tout diviseur g de d = sg et toute représentation irréductible 
cuspidale de GLg{Fo), il existe une représentation irréductible automorphe II de vérifiant 
Hyp(oo) telle que Tlg — [s — 1]^^ telle que l'opérateur de monodromie N sur iî^~^[n°°] soit non 
nul. 

Démonstration. — En égale caractéristique, le résultat est connu d'après [19]. En caractéristique 
mixte, le principe, qui nous a été suggéré par M. Harris, est de se ramener au cas Iwahori par 
changement de base résoluble. Ledit changement de base est expliqué dans l'appendice A, traitons 
alors le cas Iwahori. Notons que récemment Yoshida et Taylor, cf. [23], ont rédigé ce résultat 
qui par ailleurs m'avait été expliqué par A. Genestier. Cependant dans notre cas, vu que l'on ne 
s'intéresse qu'au cas s = 2 et donc g = l,le résultat a déjà été prouvé par Carayol, cf. [8]. □ 

En particulier on obtient la proposition suivante. 

IV. 7. 3. 3. Proposition. — Soit II une représentation irréductible automorphe de telle que 
Uo est l'induite irréductible [si — l]ç^ ffl • • • ffl [s^ — 1]{^ où les sont des caractères de . En 
tant que représentation de Wq, iî^~^[n°°] est la somme directe des 

T 

i=l 

OÙ, Spjj est la représentation de dimension s, \ — ® • • • ® ] — |(*~^)/^ où l'indice de nilpotence 

de l'opérateur de monodromie N est égal à s. 

Démonstration. — Le cas s = 2 et 5 = 1 de la proposition (IV. 7. 3. 2) est prouvé par Carayol dans 
[8] de sorte que la proposition précédente est vraie pour g = 1 et s quelconque. On étudie ensuite 
la suite spectrale 

El'^ [n°°] = {gr-i)[U°°] => W+J [n°°] (IV.7.3.22) 

Cette étude est faite dans le cas général au théorème (V.4.1) ; le point est qu'en ce qui concerne 
les n°° -parties, nous ne devons considérer que les représentations ttq de GLi{Fo), i.e. le cas g = 1, 
qui rappelons le est connu grâce à Carayol, d'oii le résultat. 

□ 

Remarque : Pour des résultats généraux sur les composantes locales Hq ainsi que sur la partie 
n°° -isotypique des groupes de cohomologie de la fibre générique, on renvoie respectivement aux 
théorèmes (V.3.1) et (V.4.1). 
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IV. 8. Étude de la suite spectrale des cycles évanescents 

Le but de ce paragraphe est de prouver la proposition (IV. 7. 1.1). Le principe de la preuve est 
d'étudier la suite spectrale des cycles évanescents en y intégrant, via les suites spectrales associées 
à la stratification, la connaissance des Hl{Mf'f , !F{g, l, tTo) ^ ^p^)- 

IV. 8.1. Cas où Ho ~ Sts(7ro). — Soit 1 ^ g ^ d et tTo une représentation irréductible cuspidale 
de GLg{Fo). On fixe dans la suite une représentation automorphe irréductible H de vérifiant 
Hyp(poo) et telle que LIq ~ [s — 1].^^ pour tTq une représentation irréductible cuspidale de GLg{Fo) 
et on note m(n) la multiplicité de H dans l'espace des formes automorphes. On commence par un 
résultat déjà présent dans [19]. 

IV. 8. 1.1. Corollaire. — Les groupes de cohomologie de la fibre générique H^^ p^[Tl°°'°] sont 
nuls pour i ^ d — 1 et 

«5- l^ 



<":poo[n°°'1 = [«-ik®M[«-ik)(- 2 ^ 

Démonstration. — On considère la suite spectrale 

On rappelle qu'en utilisant la pureté des grk, le corollaire (IV. 5. 4. 8) implique le théorème 
(IV. 4. 4. 4). Sans utiliser monodromie-poids, en caractéristique mixte, le théorème (IV.4.4.4) 
découle de la proposition (IV.7.3.2). La proposition (IV. 5. 4.1) donne alors la nullité de El'-'^^ [11°°'°] 
pour : i + j ^ 0, ou |ï| ^ s ou i = smod2. Pour \i\ < s et i = s — 1 — 2r, on a, 

E:^yj^''^+'-^[u-^-] = Ei-i-'^''^^'-^[Ti'-n = [t^i]^^ ^ i^(,„)(-fci)±^) 



□ 



d'où le résultat. 

IV. 8. 1.2. Proposition. — Pour tout ^ i ^ d — 1, les GLd{Fo) ® Wo-modules 

vérifient les propriétés suivantes : 

(1) ils sont nuls si g n'est pas un diviseur de d ; 

(2) pour g un diviseur de d = sg, ils sont nuls si j n'est pas de la forme d — Ig pour 1 ^ ^ ^ s ; 

(3) pour g un diviseur de d = sg et j = d — Ig avec 1 l ^ s, ils sont nuls si i n'est pas de la 
forme Ig — r avec 1 ^r ^ l ; 

(4) pour g un diviseur ded = sg etl ^ l < s, H'^~''^{R''^~^'^rio,i,wo,poo{Qi))[^°°'°] isomorphe 

s{g-l)+_2{l-r), 
2 



imi -r,r- l]^^x[s - l - ® Lg{7ro){-^ ^ ^ ) 



Démonstration. — On utilise la suite spectrale associée à la stratification 

=> HP+i{Mi,^^,R'^^^j,„^,,M)) (IV.8.1.23) 

On rappelle que d'après le corollaire (IV.5.4.9), Ef'fl^^ ^^[11°°'°] est non nul si et seulement si : 

- g est un diviseur de d = sg, 

- p — 1 = Ig pour 1 ^ Z ^ s, 

- p + q = d-lg, 

- i = Ig — r avec 1 < r < /. 
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Les points (1), (2) et (3) en découlent alors directement. Par ailleurs on a 
I 

^ , s(5-l)-2(r-0^ 
® Lg{7ro){-— '-Y^ -) 

de sorte que pour tout k ^ 1, les flèches d^'"'' : El'l'ipjn°°'"] — ^ El+'l'^^-l^-'^[Tl°°'°] de 
(IV.8.1.23) sont toutes nulles. En effet pour que E^l'^'l^jU:^'^"] (rcsp. -Bî;+^;«+'="^'*[n°°'°]) soit 
non nul, il faut qu'il existe 1 ^ ^ .s et 1 ^ ri < Zi (rcsp. 1 ^ I2 ^ s et 1 ^ r2 ^ h) avec 

{p, q, i) = {kg + 1. - 2^15 - 1, hg - n) 

(rcsp. {p + k,q + k-l,i) = {hg + 1, d - 2?2.9 - 1, kg - ^2)). 
Ce qui donne 1 = 3.9(/2-/i) ; on voit alors que pour tout fc ^ 1, £^''^1 [n°°'°] et E'^'^^f^J^^^ [n°°'°] 
ne peuvent pas être tous deux non nuls de sorte que E'^^j^^^^p^\U°°'°] = [n°°'°] d'oii le 

résultat d'après le corollaire (IV.5.4.9). 

□ 



IV. 8. 1.3. Corollaire. — La partie de poids d — s de Up''' '(JL ^([s — l]7r„)) est un constituant 



de Ui(^ Lg{no){-^) où 



[s — IJvTo pour i = 1 

[ X [s — 2]^^ pour i = 2 

[i — 2]^^ x^[s — z]^^ pour i 



[s — 2]^^ X [ Jtto pour i = s 

En outrel(p'^~^ {JL~^ {[s — 1\tto)) contient[s— Ij^r^ (g) Lg(7ro)(— ^^^^"^^ ) etlapartie de poids s {g — 1) 

de EUii-'^y^pf'H^^'^l^U)) est égale à {-iy[^]^^ Lg{wo){-'-^). 

Démonstration. — On étudie la n°°'°-partie de la suite spectrale des cycles évanescents pour II 
vérifiant les propriétés du début de ce paragraphe : 

^2,l,P=o[n°°'1 = limiîP(M,,^„,iî''vI/,„,,,^„,,^(Q,))[n°°-°] 

^ H^+I^^JU°°'°] (IV.8.1.24) 

IV. 8. 1.4. Lemme. — Pour tout 1 < r < s, la partie de poids s{g — 1) de £^2,'^^^oo 
constituant de E2~J^~^^^'^''~^'>^^~^\u°°'°], Le. de 

celle de i^2.'l"^[n°°'°] est nulle. 

Démonstration. — D'après la proposition précédente, les iîj.w^./s^ [n°°'°] de poids s{g — 1) pour 
p^O, non nuls, sont 

Or, d'après le corollaire (IV. 8. 1.1), pour 1 ^ r < s, la partie de poids s{g — 1) de E^^^^ p^[Il°^'°] 
est nulle d'oii le résultat. 

□ 
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IV. 8. 1.5. Lemme. — Pour g > 1, le terme £2'^ ''[11°°'°] de la suite spectrale des cycles 
évanescents est égal à ILom.-^^{{C^Y MFt~'')\^-'^'% 
Démonstration. — On étudie la suite spectrale associée à la stratification pour R'^~'^^no,Tro,p^ (Qi)- 
D'après la proposition précédente, pour tout 1 ^l < s, H^{M^ll, R'^-'''^ria,i,-K„,p^{Qi))[^°°'°] est 
nul; pour 5 ^ 1, il en est de même de Hl{Mj'll,R^-''^r,,,i,-n„poo{Qi))[^°°'°]^ d'où le résultat. 

□ 

IV. 8. 1.6. Lemme. — Pour g = 1, Hom-j^x {{C^Y ,Up^~^)[Ç,o)\ est un constituant de 

Démonstration. — Pour 3 = 1, on remarque que le seul Hl{Mf^^,R'^~^'^ria,i,i„,p^{Q.i)) ayant 
une partie de poids non nulle, est pour h = d — 1 et r = d, de n°°'°-composante isotypique 
égale k[d— 2]ç^ x [ (Xi Co ce qui correspond à la contribution de -Ë'2,ç„,p^ [n°°'°] dans le lemme 
(IV.8.1.4), d'où le résultat. 

□ 

Ainsi pour tout 1 ^ z ^ s, la partie de poids d — s de Up"^^^ {[s — l],ro)) est un con- 
stituant de Ilj Lg['Ko){—^^) où Hj est comme dans l'énoncé. Par ailleurs on remarque que 
^2,;!:^/i'"'^'^"''[n°°'1 contient [J^^]^^ ^ i^(^^)(_£(^) alors que poco] 

non; on en déduit alors que ZY^'''~*(JL^^(7ro)) contient [s — l],ro ^g(^o)(~ ^^^2"^^ )• calcul sur 
la somme alternée correspond à (IV.2.1.10). 

□ 

IV. 8. 2. Involution de Zelevinski et première preuve de (IV. 7. 1.1). — Il est possible de 
prouver la proposition (IV. 7. 1.1) sans plus d'étude cohomologique en utilisant le résultat suivant. 

IV. 8. 2.1. Théorème. — Pour toute représentation irréductible cuspidale ttq de GLg{Fo), on a, 
pour tout s ^ 1 et pour tout i, un isomorphisme canonique 

(w|'!X'.r(JL"'(St.(7ro)))) (d-l)^ UF,, l, s<7^«+^-^-2-(JL-i(St,«))) 

où dans le membre de droite l'exposant V, t désigne le dual composé avec l'involution de Zelevinski, 
i, sur GLsg{Fo). 

Remarque : Laurent Fargues a une preuve de ce résultat qui utilise tout ou partie l'isomorphisme 
de Faltings, à partir d'un résultat similaire du coté de l'espace de Drinfeld. 

Ainsi avec les notations du corollaire (IV. 8. 1.3), s'il existait 1 ^ i ^ s tel que 11^ admette 
un constituant autre que [s — 1]^„, on en déduirait que ^f!,(,1/^'(JL ^([s-ll^J) aurait un 
constituant de poids sg + s — 2 autre que [s — 1]^^. Or, d'après les corollaires (IV. 5. 3. 12) et 
(IV.5.4.6), pour tout k, les germes aux points supersinguliers des h^grk,Tr^ sont tous de poids 
strictement plus petit que 55 + s — 2 ou alors égales à [s — l],rv (S) recp^ {'^o){— ^^"'2^"^ ), d'où le 
résultat. 

IV. 8. 3. Cas IIo Ci Speh^(7ro). — Nous allons prouver la proposition (IV. 7.1.1) sans utiliser le 
théorème (IV. 8. 2.1). Pour cela nous revenons à l'étude de la suite spectrale des cycles évanescents. 
On peut remarquer que la connaissance des i^f'^^^^^ [n°°'°] de la suite spectrale (IV. 8. 1.24) ne 
nous fournit pas le théorème local. La figure (3) illustre ce fait dans le cas s = 2, où pour ttq une 
représentation irréductible cuspidale de GLci/2{Fo), l'on n'arrive pas à exclure le cas : 

- l4f\3L-\(ï]^J) = ® {Lg{no){-^) ® Sp2) ; 
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d- g 



(0,0) 



Figure 3. E^'''[U'^'°] de (IV.8.1.24) pour n,, ~ Sts(7ro) compatible avec l'aboutissement 

- Z^^(JL-i([T].J) = [ 0"].„ X [ 0"].„ ® 
Si la flèche indiquée est un isomorphisme, on obtient bien le bon aboutissement. 

IV. 8. 3.1 Dans le cas où l'on considère mie représentation automorphe H de vérifiant 
Hyp(/9oo) ci telle que Ho ~ [s — IJtto, on calculera les termes -Kf p [n°°'°] de la suite spectrale 
des cycles évanescents et on montrera alors que le théorème local en découle. Dans la figure (4), 
on illustre comment on exclut le cas défavorable ci-avant, en remarquant que [ ],ro x [ J^-^ n'est 
pas isomorphe à [ Jtt^ x [ Jtt^, contredisant le théorème de Lefschetz difficile. On pourra aussi se 
référer aux figures (3) et (4) qui détaillent pour s = 4 et 5 = 2, les [11°°'°] respectivement 

dans les cas IIoo = [s ~ Ij^oo IIoo = [s — ^]tt^- 

IV. 8. 3. 2. Remarque. — Si II vérifie IIyp((Ooc), la condition Ho ~ [s — 1]^^ pour tTq une 
représentation irréductible cuspidale de GLg(Fo), implique qu'il existe une représentation 
irréductible cuspidale ttoo de GLgi{Foo) avec d = s' g' telle que IIoo — [s' — M-koo donc II vérifie 
Hyp(poo) avec poo = JL~^([s' - 1]^^) et s = s'. 

IV. 8. 3. 3 — On considère dans la suite II une représentation irréductible automorphe de 
vérifiant Hyp(poo) et telle que Tio—ls— l]7r„, pour tto une représentation irréductible cuspidale de 
GLg{Fo). On suppose par ailleurs que l'ensemble des représentations irréductibles automorphes 

n de telles que 11°°'° ~ n°°'° est réduite à une unique représentation, en particulier mijl) = 
m(n) = 1, et Ho ~ JL~^([s — 1]^^) et IIoo — JL~^([s — IJ^o,,)- L'objectif est de calculer les termes 
E'f [n°°'°] de la suite spectrale des cycles évanescents. 

IV. 8. 3. 4- Proposition. — Pour tout 1 ^ l ^ s, 



(20) cf. aussi les conditions qui précèdent le corollaire (IV.5.4.6) 
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(|_|-2(g-l)/20|_|-2(g + l)/2') 




(0,0) 

i = d— g + 1 

Figure 4. Bf '^^ [n°°'°] de (IV.8.1.24) pour IIoo ^ Speh^(7roo) non compatible avec l'aboutissement 

est nul pour \i\ > s — l ou i ^ s — Zmod2 et sinon, il est isomorphe à 

([«-lkx[ ^ l]-o)x[ ^ = ® © ? ) 

çea(7ro) 

en tant que représentation de GL4{Fo) x Z, où 2l(7ro) est l'ensemble des caractères (, : Z — > Q^^, 
tels que tTq (g) o val(det) ~ tTq. 

Démonstration. — On raisonne par récurrence pour / variant de s à 1, le cas Z = s est donné par 
le lemme (IV.5.4.7) et les conditions imposées ci-dessus à H. Les suites exactes courtes 

^ P.„,i,o([î^],rJ jf'HTig, l, TTo, [t^l]^J[d - Ig] 

jfJ"HT{g, l, TTo, [t^lUJid -lg]^0 

pour l<i<s — Z — 1, fournissent 

J2{--^yH\j^J'HT,^{g,l,no, [î^].J[d - Zff])[n-'°] = 

i 

s-l 

r=l i 

Y,{-iyH\j^'^HT,^{g,l,no, [î^].J[d - /ff])[n°°'°] (IV.8.3.25) 

< !• < 

OÙ par simplification, on écrit H'^{[1 — Ijjr^ x [r — 1]tt„) pour 

limiîXMg^+'■)^ j,^('+'-)^ifr,^(5,Z + r,7r„, [r31]^^^[;r:i]^j[d _ + 



IV.8. ÉTUDE DE LA SUITE SPECTRALE DES CYCLES ÉVANESCENTS 



131 



D'après l'hypothèse de récurrence et (IV. 2. 2. 13), pour tout i = lmod2, la partie de poids 
(s — ?)((?— 1) + z du membre de droite de (IV. 8. 3. 25) est nulle ; il en est de même pour i > 2(s — l) 
ou i < 0, tandis que pour < i = 2A; < 2(s — /) (resp. i = 2{s — l)) celle-ci est égale à 

s—l — k 
r=l 

(resp. à la partie de poids {s — l){g+l) de (IV.2.2.13)), ce qui donne 7r(g)(S''''' '° ®0{6a(7ro) ^~^) 
oii 

w= {[t^l]^^x{{-iy-'-'^[s -l-k- 

+ E:Ii"'" '(-1)'''M^ ]^o^[^ -l-r-k- 

= ([r^].„7[s -l-k- 

< < > 

(resp. [l - 1]^„ x[s-l- 1]^J. 

Or H^{jfJ'-' HTp^{g,l,'Ko, [l — '^]'K„)[d—lg\) est pur de poids (5—^)5+1 de sorte que son semi-simplifié 
est égal à celui de l'énoncé. On conclut alors à l'égalité des représentations, et pas seulement de 
leur semi-simplifiée, en remarquant que les strates étant induites, l'espace précédent, en tant que 
représentation de GLd{Fo) est de la forme 

ln.d^op'^fp\[l - l]n„({s-l)g+i)/2 <?> 7!"' 

pour une certaine représentation tt' de GLci-ig{Fo). 

□ 

IV. 8. 3. 5. Corollaire. — Pour tout i d — s, la partie de poids s{g — 1) de H^^ p^[Il°°'°] est 
nulle alors que pour i = d — s elle est égale à[s — IJtt,, (8) Lg(7ro)(— ^^^^). 

IV. 8. 3. 6. Remarque. — En fait on peut à ce stade déterminer complètement les iJ*^ . cepen- 
dant comme on l'a déjà remarqué seule la connaissance des parties de poids s{g — 1) nous est 
nécessaire. Pour un énoncé complet, on pourra voir la proposition (V.1.1). 

Démonstration. — On écrit i sous la forme d — 1 — 5 et on étudie la suite spectrale 

E^^p^ := W+^{gr-i,pJ H^-H'^^ (IV.8.3.26) 

qui, d'après la pureté, dégénère en E2. On pourra se référer à la figure (2) oii l'on a représenté les 
W{grk,p^)[U°°'"] pour s = 4. D'après les propositions (IV.5.3.3) (ii) et (IV.7.3.1), on a 

e.„iîX5rfe,p^)[n°°'1 = W{P{g,l,no){- ^~l^'' m°°'''] 

|fc|<!<s 
l = k + l mod 2 

Ainsi d'après la proposition (IV. 8. 3. 4), pour ô > 0, la partie de poids s{g — 1) de H^~p^^[U°°'°] 
est nulle ; précisément pour ^ > 0, les poids de iî^~p+*[n°°'°] sont parmi les k = s{g — 1) + 25+ 2r 
avec 0^r<s — Jetsa partie de poids s{g — 1) + 2Ô, que l'on notera avec un indice, est un 
quotient de 
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Par ailleurs, pour ô > 0, d'après (IV.8.3.4), la partie de poids s{g - 1) de H^-^-^[Tl°°'°] est un 
sous-quotient de 

-^i,Poo \s(g--^) = —ti {P{9,s- d,Tro){ )) 

On utilise alors le théorème de Lefschetz difficile dont on rappelle l'énoncé ci-après. 

IV. 8. 3.7. Théorème. — (cf. [19] 14-19) Il existe une classe h G H^^ p^i^)' invariante sous les 
actions de {D"^)^ et Wq, telle que les applications itérées du cup produit 

sont des isomorphismes. 

- Ainsi pour s > 2, on observe que si la partie de poids s{g — 1) de H'^^^~^\U°°'°]^ pour 
1 < (5 < s — 1, est non nulle, ses constituants sont de la forme [s — 2, 1 (g) L(,(7ro)(— ^^Ç^) 
alors qu'un constituant non nul de poids s{g — 1) + 2iî de H!^~^'^^\U°°'°], s'il existe, est de la 
forme [s — 2, 1 (g) Lg{-Ko){— La contradiction découle alors du théorème de Lefschetz 
difficile et de l'observation de l'orientation de la dernière flèche. 

- Pour (5 = 1 et s > 2, la partie de poids s{g — 1) + 2 de Hf^^ [n°^'°] est un quotient de 
(s-2]^^'x[0]^^ (g) Lg(7ro)(-^^^^5^) ^loi'S que la partie de poids s{g - 1) de H^'J^ [n°°'°] est un 
constituant de [s — 2]^^ x [ (g Lg{-no){— ^^^2"^^ )• contradiction découle alors du théorème de 
Lefschetz difficile et du fait que [s — l],ro n'est pas un quotient de [s — 2]^^ x [ Jtt,,- 

- Pour ^ = s - 1 et s > 2, on observe que Ef^pl^ [n°°'°] = H^'^^ [W^'"] est un sous-espace de 

alors que £;|-^[n°°'°] = iî^+;-2[n°°'°] est un quotient de 

Ainsi d'après Lefschetz difficile, s'ils sont non nuls, ils doivent être égaux à [s — 1]^^. Par ailleurs 
on remarque que ce dernier n'est pas un constituant de iî^-^+i[n°°'°], ni de H^+^p-^[U°°'"], de 

sorte que [s — (g ig(7ro)(— ^^^^) est effectivement un constituant de H^~p^, d'où le résultat. 

□ 

IV. 8. 3. 8. Proposition. — Pour tout p ^ et tout q, les parties de poids s {g— 1) rfes i^f'poo 
de la suite spectrale des cycles évanescents 

Elll^ = ^^H^{Mj-,^,m^r,.j{L,J) HP+J^ (IV.8.3.27) 

sont nulles. 

Démonstration. — Le principe est d'étudier les E2'p^ [n°°'°] via les suites spectrales associées à 
la stratification 

EÏ'Z^ = H^^o{M=^;\R'^r,MJ) H^^o{Mj,^^,R'%^j{jCpJ) (IV.8.3.28) 
Ainsi le résultat découle simplement de la proposition suivante. 

IV. 8. 3. 9. Proposition. — Pour tout 1 ^ l < s et pour tout i, la partie de poids (s — l){g — 1) 
de Hi{Mfll,J^{g, 1,^0,1) ^ Cp^)[U°°'''] est nulle. 
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Démonstration. Il s'agit dans un premier temps d'étudier les parties de poids (s — l){g— 1) des 
iî*(Mj~^^,ifTp^((7,Z,7ro,n(,/))[n°°'°] pour une représentation H; quelconque de GLig{Fo). 

IV. 8. 3. 10. Lemme. — Pour tout 1 < s, les 

limW{Mf ll {jf^HT,^{g, l, tTo, Ui,I)[{s - /)5]))[n°°'«] 
I 

vérifient les propriétés suivantes : 

(i) ils sont de la forme @ c{lnà't,o^^f'p\{Iii ® Ç^) ® tt^) ® , en tant que représentation 

de GLd{Fo) X Z, où ^ décrit les caractères ï — > Q;^ et ttj est une représentation de 

(ii) ils sont nuls pour \i\ > s — Z + 1 ; 

(m) ils sont en général mixtes de poids {s — ï)[g + 1) — 2(fc — 1) pour l^fc^s — / +1 vérifiant 

s-l-2{k-l)^i^s-l-{k-l); 
(iv) soit l — s ^ io < 0, le plus petit indice i tel que la partie de poids (s — l){g — 1) de 

\unH\Mf^ll,j^'^HT,^{g,l,7ro,Ui,I)[{s - 0<?])[(s - Off])[n°°'1 
I 

soit non nulle^"^^^ . Cette dernière est alors égale à 

Ui'x[io -l + s-l, o (s'^'''^""'' ® ^-1). 

Démonstration. — Le point (i) correspond à la proposition (1.5.3.10) qui découle directement de 
l'action de GLig{Fo) sur la strate via val(det) et du fait que les strates non supersingulières sont 
induites. 

Pour les points (ii)-(iii), on considère les suites exactes 

^ P^„,i,i+i(n;) Pno,i,i{^i) P-{g,l + i + 1,^0,1,111) ^ (IV.8.3.29) 

et on reprend les notations simplifiées de la preuve de la proposition (IV. 8. 3. 4) en no- 
tant P^^^i^-i^p^ (11;) := j(''^HTp^{g,l,Tro,lli)[d — Ig]. Par facilité on notera PTr^j^iiUi) pour 
-Ptto, (,»(!!;) (S) Cp^ - Le résultat découle alors directement du cas i = —\ dans le lemme suivant. 

IV.8.3.11. Lemme. — Pour -1 < i < s-l-1, leslimH^Mlll^'"''^^'^ ,P^^^i^i{Ui)^Cp^)[U°°'''] 

I 

vérifient les points suivants : 

(1) ils sont nuls pour \ j\ ^ s — l — i ; 

(2) pour \j\ < s — l — i, ils sont mixtes de poids (s — l){g + 1) — 2(fc + i) pour l^k^s — l — i 
vérifiant s — l — i — 1 — 2{k — 1) ^j^s — l — i — 1 — {k — 1); 

Démonstration. — (l)-(2) On raisonne par récurrence descendante, le cas i = s — l — 1 étant 
évident car P-n„^i.s-i-i(J^i) est le faisceau concentré aux points supersinguliers 

^(5, s, TTo) ® n,(-(s - 0/2) X [s-l- l]^„(;/2) ® Icir*'''*^*""" 

Supposons donc le résultat acquis jusqu'au rang î+1 et traitons le cas de P7ro.i,i(n;)- considère la 
suite exacte longue de cohomologie associée à la suite exacte courte (IV. 8. 3. 29). D'après l'hypothèse 
de récurrence les iî-'(P7ro,;,i+i(n;)) sont nuls pour |j| > s — / — i — 1 et d'après la proposition 



(^^^Si un tel io, n'existe pas l'énoncé est vide. 
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(IV.8.3.4), les W{V^ {gJ + i + 1, ttq, l, Hi)) sont nuls pour \j\ ^ s - l - i, d'où le point (1). En ce 
qui concerne le point (2), la suite exacte longue en question s'écrit alors 

_^ if(^-'-^-i)-2-+i(p^^ , .(no) ^ 

^ H'-i-i-\P^^^i^i{Ui)) jjs-i-i-i(^jHi+i+i)g^ ^ (IV.8.3.30) 

On rappelle que H^j^'"''^^^^^^) est pur de poids (s — l)g — (i + 1) + j de sorte qu'en utilisant 
l'hypothèse de récurrence, les {Pjr^^i^i{Ili)) sont de poids (s — l){g + 1) — 2(i + 1 + fc — 1) avec 
l^k^s — l — i. 

Soit alors j de la forme s — l — l — i — (2r + 1) avec ^ 2r + 1 ^ 2(s — ? — 1 — i) : la suite exacte 
longue ci-dessus montre alors que les poids de {PTr^j^i{Tli)) sont ceux de {PTr^^i^i+i{Tli)), i.e. 
(s-0(5 + l)-2(i + l + fc)pour 1 ^ A: ^ s - Z - i - 1 vérifiant -2(A:-1) ^ j-{s-l-2-i) ^ -(A:-l). 
Le changement de variable k' = k + 1 donne alors le résultat, i.e. H^P.^^^i^i{Tli)) est de poids 
{s-l){g + l)-2{i + k') avec 1 s: fc' ^ s -^-z vérifiant -2(A;'-1) + 1 < j-(s-Z-l-i) < -(fc'-l) 
soit ce qui est prévu car j — (s — i — 1 — i) est impair^^^^. 

Pour j de la forme s — l — 1— i — 2r avec ^ 2r < 2(s — Z — 1 — i), la suite exacte longue 
précédente montre que les poids de {P„^^i^i{Tli)) sont, à priori, ceux de H^P^^j^i_^_i{Tli)) ainsi 
que celui de {j^^''^^'^^^^) soit (s — l){g + 1) — 2{i + 1 + r). D'après l'hypothèse de récurrence, 

iP'Ko,lA^l)) est de poids {s~l){g + l)~2{i + l + k) avec 1 A: s - Z - i - 1 vérifiant -2(Â:-1) s$ 
j -{s-l-2~i) ^-{k- 1), de sorte que {P^^^i^^{Ui)) est de poids (s - l){g + 1) - 2{i + k') 
avec l^k'^s — l — i vérifiant —2{k' — 1) + 1 ^j — {s — l — l — i) < —(A;' — 1) soit ce qui est prévu 
car le cas j — (s — Z — 1 — i) = —2{k' — 1) est justement donné par le poids de {j^^'''^^'^^^^) soit 
{s-l){g + l)-2{i + l+r). 

□ 

Suite de la preuve du lemme (IV. 8. 3. 10) : (iv) Dans la suite on ne considère que les parties de 
poids (s — l){g — 1). D'après le lemme (IV.8.3.11), H'-^^{PT^^^ifi{Y\i)) est nul de sorte que la suite 
exacte longue (IV.8.3.30) s'écrit 

^ H'-^jf'^') Ilix[s - l - ® (s(^-0(s-i)/2 ^ ç-i^ 

Fi+'-«(p^„,,,o(n,)) ^ H^+'-'{jf^) ^ ^ • • • 

Le cas = l — s découle alors du fait que les strates sont induites, i.e. si H^-'{jf') est un 
sous-espace de H; x*[s — l — IJ^r^ ® {p' ' ® 0çea(7ro) a^loi's il est égal à tout l'espace. 



(^^^Le cas j — {s — l — 1 — i) = — 2(fe' — 1) n'est pas à considérer. 
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Pour io = l + l-s, (IV.8.3.30) s'écrit 

tandis que celle associée à la suite exacte courte 

^ P^„,i,i(ni) P^o,ifi{^i) P-{9,l + ^,^o,l,Tli) ^ 

s'écrit 

Ainsi si iî^+'~'*(j,^'^) est non nul, alors H'^~^''~'' {P^^j^Clli)) contient strictement 

«ea(7r„) 

et étant de la forme TIi'x'k (g) (S^ ~ (g) 0^g2((7r^) ainsi qu'un sous-espace de 

|e2l(7ro) 

on en déduit qu'il est égal à ce dernier de sorte que est isomorphe à 

çea(7ro) 

d'oii le résultat. 

Par ailleurs on remarque de la même façon que si io > 1 + ^ — s, la partie de poids (s — l){g— 1) 
de iî^+'~*(P^^,;,o(n;)) est alors égale à 

€ea(7ro) 

Supposons alors iq ^ 2 + Z — s. La suite exacte longue (IV. 8. 3. 30) donne l'égalité pour tout i ^ 2, 
des parties de poids (s — l){g — 1) de iî'~''+*(P7r^j^o(ni)) et de On va montrer que, 

pour tout 2 < i < io — (Z — s), la partie de poids (s — Z)((7 — 1) de iî'~*+'"(P^^^;^,_2(ni)) est nulle 
pour i^r<io — l + set que celle de if*+'~*~^(P7ro,i, 1-2(1!;)) est égale à H; x*[i — l,s — l — i],ro ® 
(5 2^ ig) 0çg2i(7r<,) ^~^)- D'après ce que l'on vient de voir, c'est vrai pour i = 2. Supposons 
donc le résultat acquis jusqu'au rang i et traitons le cas de i + 1. La suite exacte longue de 
cohomologie associée à la suite exacte courte de faisceaux pervers 

^ p^„,i,i_i(no F^„,,,,_2(no ^p_{g,i + i-i, TTo, i, Ui) ^ o 

s'écrit 

o-iî'-^+'-^(P.„,M-2(n;))^n,^[r^]^„7[^'^T^],„®(5^'^^® ^-1) 

€ea(7ro) 

_^ /^i+i-«(P^^_; ._^(n,)) W+^-%P„^,i,i-2{Ui)) ^ • • • (IV.8.3.31) 

ainsi que l'égalité des parties de poids (s — l){g — 1) des espaces lP+'~''+'"(Pn.^_;^,_i(ni)) et 
H^+'--''+'' (P^^ ii_2{Ili)) pour tout r > 0. La nullité de la partie de poids (s — l){g — 1) de 
Hi+i-^{P^^ i^^_2(Ui)) et l'isomorphismc 

Hi+i-^-^P^^^,_2(lli)) :^ Ilix[t^2, s -1-1 + ® (S^^"'^ ® r') 

çea(7ro) 

donne le cas i + 
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Traitons désormais le cas i = io — l + s. On pose ii = io — / + s — 2 et considérons alors la suite 
exacte longue de cohomologie associée à 

(Ui) r_{g, l + H + 1, TTo, l, Ui) ^ 

qui s'écrit 

4ea(7r<,) 

H'"{P^^j^,,+i{ni)) ^ W{P^^^u,{Tli)) ^ ■ ■ ■ (IV.8.3.32) 
avec iî*" (P^^^i^ij (H;)) = H^°{jf^^) non nul par liypotlicsc. La suite exacte longue associée à 

^ p,„,z,,,+2(ni) p^„,i,,,+i(n,) ZI + 2, TTo, /, no ^ o 

s'écrit 

®(S 2 g, ^ 1)^... 

Ainsi si on veut que iî*°(P^^_;_jj (II;)) soit non nul, il faut que iî'°(P7r„^;^jj+i(n;)) soit égal à 
Tlô<[h + IItto x'[s -l-h- 3]^„ O (S ° '2' O 0j£a(7r„) ^~^) donc 

^ ^ V (s — 1)(q — 1) T 

W°{P^^^^,+^{Tli))c^Uix[h + 2,s-l-h-3]^^^iE -2 r') 

çea(7ro) 

d'oii le résultat. 

□ 

Retour sur la preuve de la proposition (IV. 8. 3. 9) : 

Remarque : Si on savait que les strates Mf'^ étaient afSnes, la proposition (IV.8.3.9) découlerait di- 
rectement du point (iii) du lemme (IV.8.3.10) pour k = + 1 car seul H^~'-3{Mf ^^,T{g, l, tTo, I)<» 
£p^)[n°°'°] pourrait être de poids l — s ce qui serait contradictoire avec (IV. 2. 2. 13). Ne disposant 
pas de l'affinité des strates Mj"^ , on entre plus précisément dans la combinatoire. 

On raisonne par récurrence sur Z de 1 à Sp puis pour l fixé, par récurrence sur i de l — s k 0. 
L'initialisation de la récurrence pour / = 1 se traite comme le passage de Z à Z + 1 ; on suppose 
alors le résultat acquis pour tout 1 ^ l' < l . 

- Pour i = Z — s, si l'espace en question était non nul, on aurait d'après le point (iv) du lemme 
(IV.8.3.10), 

limif («-0(9-1) (M/,,„, OT^^ Ui))[U°°'0'^ = 

I 

Î6a(7r„) 

On considère alors la suite spectrale (rV.8.1.23) pour i = l[g — 1). On remarque que toutes les 
parties de poids s{g — 1) de ^^'^''(f-i) [n°°'°] sont nulles pour p — 1 ^ Zg' ; en effet pour p—l<lg 
cela découle de l'hypothèse de récurrence et pour p — 1 > Z5 du fait que l'{g — 1) > l{g — 1) pour 
p — 1 ~ l'g. On obtient alors 

limif(«-')(9-i)(M/,5„,P'(f-i)*^„,/,„„(£^^))[n~'<'] ~ 
/ 



(23)pQyj ( = 1, l'hypothèse de récurrence est vide. 
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On considère alors la suite spectrale (IV. 8. 1.24), de sorte que 

^2^^ ^^~^^''^^"^^[n°°'1 est isomorphe 
à l'espace ci-dessus. Or comme d'après l'hypothèse de récurrence toutes les parties de poids s(g — 1) 

des E2''i [n°°'°] pour q < l{g — 1) sont nulles et que d'après le lemme (IV. 8. 3. 10) il en est de 

' °° < > > 

même pour p + q < d — s, on en déduit que -EJ^p^ [n°°'°] admettrait [l — IJtt,, x[s — l — 1]^^ (8) 

Lg{TTo){— ^^^2^^ ) comme sous-espace ce qui n'est pas d'après la proposition (IV. 8. 3. 8). 

- Supposons donc le résultat vérifié pour tout ^ — s^i = ^ — s-|-^^io<— let traitons le cas 
de io D'après le point (iv) du lemme (IV. 8. 3. 10), on obtiendrait 

|ea(7ro) 

Comme précédemment, la suite spectrale (IV.8.1.23) pour i = l[g — 1), donne que la partie de 
poids s{g - 1) de i;(^-^)(s-i)+*''(s-i)[n°°'°] dans la suite spectrale (IV.8.1.24) est isomorphe à 

[i^i]^;^[ô, s-i-i- ® Lg{TT,){- '^^ ~ ^^ ). 

On remarque alors que iJ^^+''[n°°'°] admettrait [l + ô,s — l — 1 — 6]^^^ (g) Lg(7ro)(— ^^^^) comme 
sous-espace car ce dernier n'apparaît pas dans les E^'J,^ pour q < l{g— 1) d'après l'hypothèse 

de récurrence, ni pour q = l'{g—l) > l{g—l) d'après le lemme (IV.8.3.10) (i) ainsi que le corollaire 
(IV.8.1.3). 

□ 

IV. 8. 4. Preuve de IV. 7. 1.1. — Il s'agit donc de prouver la proposition (IV. 7. 1.1). En étudiant 
les parties de poids s {g — 1) des composantes 11°°' ° iso typiques pour II irréductible automorphe 
tel que Hq ~ Spehj,(7ro), on s'est ramené d'après le paragraphe précédent, à une situation similaire 
à celle de [5], i.e. dans la suite spectrale des cycles évanescents, seuls les points supersinguliers 
contribuent. La fin de la preuve procède alors exactement comme dans loc. cit. 

Précisément, la partie de poids 5(17 — 1) de Z^^''^ '''(JL^^([s — IJ^o)), d'après le corollaire 
(IV. 8. 1.3), est un constituant de [s — 2]7r„^[ <8i Lg{'!To){—^^^j^)- On considère alors la suite 
spectrale (IV.8.3.28) pour i = d — s, où, d'après le corollaire (IV.5.4.9), tous les £'f''^~'' sont 
nuls pour p + q^^Oonp-l^dde sorte que le terme E2lp~'[U°°'"] de (IV.8.3.27), et donc 
£'^';'-^[n°°'°] d'après (IV.8.3.9), est égal à cet espace qui est donc, d'après (IV.8.3.8), égal à 

[^k®i<;(7ro)(-^). 

On suppose avoir montré par récurrence que pour tout ^ r < ro < s — 1, les parties de 
poids s{g — 1) de Up'^~'^'^^ {3L~^ {[s — l],r<,)) sont comme prévues, i.e. nulles pour r 7^ 0, et égales à 
[s — l],ro ® Lg{^o){—^^^j^) pour r = 0. D'après le corollaire (IV. 8. 1.3), la partie de poids s{g— 1) 
de Upf~^~^''°{3L~^{[s - 1]^J) est un constituant de [s - 2 - ro]„„7[f^]„„ Lg(7ro)(-^^^^). Or 

comme la partie de poids s{g — 1) de X^^Zq (— l)*W^''^~*''''(JL~^([s — 1]^^)) est égale à [s — IJtt^ (g) 
-^a(^o)(— ^)) en remarquant, d'après le corollaire (IV. 8. 1.3), que 

[s-l-ro,ro + lU, (E> Lg(7ro)(- ^^^~ ^^ ) 

ne peut pas être un constituant de Upf^^^^{JL^^{[s — pour r > ro, on en déduit que 

si la partie de poids s{g — 1) de Up'^^'^^^" {JL^^ {[s — 1]tz^)) est non nulle, elle est alors égale à 
[s — 2 — ro, ro + 2]^^ (g) Lg{Tro){—^^^j^). Comme précédemment ce dernier espace est aussi égal à 
la partie de poids s{g - 1) de i;^-^+''o[Lg(7ro)][n°°'°] ce qui n'est pas d'après (IV.8.3.8). 

Finalement le cas ro = s — 1 est donné en utilisant que la partie de poids s{g — 1) de 

Ei;o(-l)'^F^^'(JL-'([^].J) est égale à [7^]^^ Lg{7ro)i-'-^). 
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□ 

IV.8.4-1- Remarque. — Comme dans la remarque (IV. 8. 3. 6), on aurait pu traiter tous les poids 

des lA'p^ . Il suffit pour cola de montrer un analogue du point (iv) de la proposition (IV. 8. 3. 9) pour 
tous les poids, ce qui ne pose aucune difficulté sauf qu'on ne se retrouve pas dans une situation 
aussi favorable où seuls les points supersinguliers contribuent. 



CHAPITRE V 



COMPLÉMENTS SUR LA COHOMOLOGIE GLOBALE ET 

APPLICATIONS 



Introduction 

On donne quelques applications des calculs du chapitre précédent. 

0.1. — On commence, proposition (V.1.1), par calculer les n°^'°-partics des groupes de cohomolo- 
gie de la fibre générique pour II automorphe tel que Ho — Speh^(7ro), alors que nous n'avions 
traité, corollaire (IV.8.3.5), que celles de poids s{g — 1). 

0.2. — On en déduit ensuite, proposition (V.2.1), une correspondance de Jacquet-Langlands entre 
les représentations automorphcs de et celles de : d'après les experts ce résultat s'obtient 
aisément à partir de la formule des traces simples. 

0.3. — On décrit, proposition (V.3.1), les composantes locales des représentations automorphcs 
de : au final en égale caractéristique, corollaire (V.3.4), on obtient ce que l'on déduirait des 
résultats de Moeglin-Waldspurger sur les représentations de carré intégrable de GLd{A) et de la 
conjecture de Ramanujan-Peterson, prouvée par LaflForgue dans ce cadre, si on disposait d'une 
correspondance de Jacquet-Langlands globale entre GI/d(A) et D^. 

0.4. On conclut enfin, théorème (V.4.1), par la preuve, qui n'a d'intérêt qu'en caractéristique 
mixte, de la conjecture de monodromie-poids globale, i.e. les gradués de la filtration de monodromie 
des groupes de cohomologie de la fibre générique sont purs. 

V.l. Preuve de la conjecture (14.21) de [LRS] 

V.1.1. Proposition. — (cf. [19] (14-21)) Soient g un diviseur de d = sg et ttq (resp. ttoo) 
une représentation irréductible cuspidale unitaire de GLg{Fo) (resp. de GLg{Fç^)). On considère 
une représentation automorphe II de telle que Hq ~ [s ~ i]7r„ (resp. Hoo — [•s ~ IIttooJ- -^^ 
GLd{Fo) X Wo-module iî^+^;;2-2zpoo,oj ^^^^^ isomorphe à 

r ?i r r d + s-2-2i^ 

[s - 1]^„ ® Lg{'Ko){ ) 

pour < i < s et poo := JL~"^([s — IJ^^)- 

Démonstration. — La proposition (IV. 8. 3. 8) joint au théorème de Lefschetz difficile implique que 
pour tout < r < s - 1, iî^-^+^'-p""'"] admet [s - ® Lg(7ro)(- "^^'2^+^'' ) comme facteur 
direct. On reprend la suite spectrale (IV.8.3.26) en utilisant la proposition (IV. 8. 3. 4) ainsi que 



f^^Ce résultat correspond à la conjecture 14.21 de [19]. 

(^^En particulier, on en déduit que l'hypothèse 14.23 de [19] est vérifiée. 



140 



CHAPITRE V. COMPLÉMENTS ET APPLICATIONS 



le théorème de Lefschetz difficile. On pourra se reporter à la figure (2) où l'on a représenté les 
-ff*(fi"'/s,Poo)[n°°'°] dans le cas s = 4. On rappelle tout d'abord que pour 1 < 5 < s, on a 



l = k+l mod 2 
i = a + 5mod2 



LMi- '^ \^^^ ) (V.1.0.33) 



i = fe+l mod 2 
l = s+5 mod 2 



LMi-^—^^^) (V.1.0.34) 



On remarque ainsi que tous les [s — Ij^r^ des iïf '^^ [n°°'°] de (IV. 8. 3. 26) restent dans l'aboutisse- 
ment ; il nous faut alors montrer que tous les autres disparaissent. Dans la suite on ne considérera 
plus les [s — l],ro- 



Prenons dans un premier temps 5 > 1, de sorte qu'outre les [s — 1]-^^, les éventuels constituants 
œ";;;'[n-.°] (resp. de E^^^^ 



non nuls de E'^^''p-^[W^'°\ (resp. de -E^"p+'*ln°°'°]) sont de la forme 



[r,l-l,s-l- r]^„ (g) Lg{'Ko){-- — î-y^^ — -) 

avec s — l — r = r + 5,r + ô+l,r + 6—l (resp. s — l — r = r—5,r — 5—l,r — 5+l)et certains entiers k 

qu'il n'est pas nécessaire de préciser. Pour S ^ 2, on remarque que les ensembles {S, S + 1,6—1} et 
{—ô, —ô+l, —S — 1} sont disjoints de sorte que d'après le théorème de Lefschetz difficile, l'éventuel 
constituant est forcément nul. 

Pour (5 = 1, le raisonnement est plus fin et demande de distinguer les sous-espaces des quotients 
dans nos induites. Si on reprend le raisonnement précédent dans le cas 5 = 1, le théorème de 
Lefschetz difficile impose que les éventuels constituants de H^^p^^[U°°'°] sont de la forme 



n, ® LMi-^-^) (V.L0.35) 

pour 1 < Z < s, < r < (s — Z)/2 et certains entiers k qu'il n'est pas nécessaire de préciser. On 
revient sur (V.1.0.33) et sur la suite spectrale (IV.8.3.26). Ainsi on a 



\k\<l^s 
l = k+l mod 2 
l = s — l mod 2 



'i.K)(-^-4^) (V.1.0.36) 



fe-i,-i+fe 



([î^].ox[^].Jx[^-J] 



ifc|<is!s 

i = fc + l mod 2 
! = s-2 mod 2 



^.K)(-^4^) (V.1.0.37) 



(^■'On peut aussi argumenter en remarquant que ce ne sont pas des constituants locaux licites d'une représentation 
automorphe alors que dans l'aboutissement seules celles ci doivent apparaître. 
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d-2 + k 



l = k+l mod 2 
i = smod2 



(V.1.0.38) 

Pour k = s — 1, on remarque que la partie de poids s{g + 1) — 2 de H^~p^[TL°°'°] est un 
sous-espace de [s — 2]7r^3<^[ <S) Lg{no){— '^^'^^2^^'^ ). Or [s — Ij^r^ n'étant pas un sous espace de 
[s — 2]^^ x*[ Jtt,,, on en déduit, en utilisant (V.l. 0.35), que la partie de poids s{g + 1) — 2 de 
H^-j^ [n°°'°] est nulle. 

Pour O^fc^s — 3, ona: 

- £i-,^-i+'=[n~.°] = i?iJ-^''=+i[n~.°] ® I - p © ® L,{no){-^), avec 



E^'^-''-'+''[U°^'"] = E-'^-'''+'[n°°'''] ® I - p ® ® L,K)(-i^), avec 



^^i";p:t''"'^'[n°°'1 = i?i:pt'''^'[n°°'1 « l - P ® V^^.o ® avec Vo,o = et 



Vfc,o = ([fc - l]no X [ 2 ^'^o) ^ t 2 < < s - 3. 

On suppose alors par récurrence que 

^_fe_2,fe+ipoo,o] ^ (Kerd^'=-^''=+Vlmd^'=-^''=+^)[n°°'''] 

est nulle; l'opérateur de monodromie A'' implique alors que E^'~^~^''[Tl°°'°] est égal à 
Kerd+/Imrf_ O Lg{'Ko){-^^^) avec 

Ainsi d'après (V.1.0.35), si i;^'=>-i+'=[n°°'''] était non nul, il serait égal à 



.s - k < 7 .s - k d-2 + k. 

[^-,k - 1, O Lg{no){ ) 



En remarquant qu'aucun des constituants de [^-i^.k — 1],^^ x [ " ^ '^ ]no n'est un constituant de 
Vfe__2, on en déduit que quelque soit d-, on a une surjection 



^ I -•■ , rS k t 7t — ^ ^ 2- ^ , . , d 2 ~|~ Aï , 
Ffc,_i/Imrf_ ^ [__,fc-l],„x[ ]^„®Lg(7r<,)( ^ ) 



alors que [^-^,k — 1, ^-^]-k„ n'est pas un sous-espace de [^-^,k — 1]^^ x [^— |— ^J^^ de sorte que 

Pour 1 — s ^ /c ^ 0, on peut, dans le cas d'égale caractéristique, conclure en utilisant les cas 
^ A: ^ s — 1 et la pureté dos H^^^ , dont les gradués pour la filtration de monodromie sont 
purs. Sinon on raisonne de manière strictement identique en étudiant les suites exactes 

j-,-k-l,k+l<ii j-,-k,k+l<ii ' Tp-k+l,k+l 
^l,Poo ' -^l.Poc ' ^l,Poo 

et en remplaçant l'étude des sous-espaces par celle des quotients. 



□ 

On donne alors l'amélioration suivante de (IV.2.2.13) qui constitue le pendant du corollaire 
(IV.5.4.3) dans le cas IIoo = [s - IIttoo- 
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V.1.2. Corollaire. — Soitll une représentation irréductible automorphe de telle queUoo — 
[s — IJttoo où tToo est une représentation cuspidale de GLg{Fac)) avec d = sg. On suppose que 
Ho ~ [s — IJtt^ où tTo est une représentation irréductible cuspidale unitaire de GLg{Fo). Si 

K,jL-([S=î].„),.„(n°°'°)] 

muni de son action naturelle de GLd{Fo) comme dans [19], est non nul dans le groupe de 
Grothendieck Groth(GLd-h(-Fo) x {^o hl'^o h))' alors 

- To = ; 

- h = lg avec 1 < / < s et i = {s — l){g + 1). 
Dans ce cas, ils sont donnés par 

I 

m(n)[^3T^]^„(,(,+i)/2)®(S^^"^ r') (V.l.0.39) 

en tant que représentation de GL(^g_i^g{Fo) X (-D^^/î?^^), où D{tTo) est l'ensemble des caractères 
i del- D^ jV^f^ tels que 

jL-i([^],j ® r' - jL-i([^],j. 

Démonstration. — On rappelle que d'après le lemme (IV.8.3.10), les composantes n°°'°- 

isotypiqucs des Hl{M]~''f ,T{g,l.TTo) (S) ^C^^) (g) H; sont mixtes de poids (s — l){g — 1) + 2k 
avec ^ A; < s — / et de la forme 

, . X/ (s-0(5-l) + 2A:, 

{UlX7T+)X7T-^Lg{7To){-^ '-^^^ ) 

011 7r+ (resp. 7r_) est une représentation elliptique de GL(^s_i_^.-^g{Fo) (resp. de GLkg{Fo)). On 
raisonne alors par récurrence sur fc, dcOàs — / — 2, afin de montrer que pour tout z, les parties 
de poids [s - l){g - l) + 2k des Hl{M=ll,T{g,l,Tro,I) (g £p^)[Il'^^°] sont nulles. Le cas fc a 
été traité dans la proposition (IV. 8. 3. 9). Supposons le résultat acquis jusqu'au rang k < s — l — 2 
et montrons le au rang k + 1. On raisonne alors par récurrence sur Z de 1 à s — 1. L'initialisation 
de la récurrence se prouve comme le cas général ; on suppose donc le résultat acquis jusqu'au rang 
/ < s — 2 et prouvons le au rang l + 1. 

Supposons qu'il existe j tel que la partie de poids {s—l){g—l)+2{k+l) de Hl{Mf''f ,T{g, ttq, 
£p^)[n°°'°] soit non nulle. On étudie ensuite la suite spectrale (IV. 8. 3. 28) associée à la stratifica- 
tion pour i = l{g-l). Ainsi la partie de poids rUk := s(c? - l) + 2(fc + l) de e[s+^'^-^s-'^'^^'^-'^^ [n°°'°] 
est non nulle et de la forme ([/ — 1]^^ x 7r+) x 7r_ (g) Lg{TTo){—^), où ir^ (resp. 7r_) est une 
représentation elliptique de GL(^s_i_i.)g{Fo) (resp. de GLkg{Fo)). Or d'après l'hypothèse de 
récurrence pour tout 1 ^ l' < l, les parties de poids mk = (s — l'){g — 1) + l'{g — 1) + 2{k + 1) 
des e[^p^''' ~' |-jjoo,oj gQj^^ nulles; en effet celles-ci sont données par les parties de poids 

(s - l')(g - 1) + 2k' avec s{g - 1) + 2(fc + 1) = (s - l'){g - 1) + l'ig - 1) + 2Ô + 2k' avec 
l{g — 1) = l'{g — l) + S, < ô < l' < l, soit k' = k+1 — ô. Pour l' > l, les parties de poids nik des 
-^i.pi^'^ ' s-i>'(s-i) poo.oj gQj^^ nulles car l{g — 1) ne s'écrit pas sous la forme l'{g — 1) -h ^ avec 
0<iô <l'. 

On étudie alors la suite spectrale (IV. 8. 3. 27) des cycles évanescents. D'après ce qui précède, la 
partie de poids nik de -B^^p^"^^ [n°°'°] est de la forme {[l - 1]^^ x*7r+)'x 7r_ (g Lg{TTo){-^). Par 
ailleurs les parties de poids ruk des £'2^^^''^^~"^^~'^[n°°'°], pour r ^ 1 sont nulles ; en effet celles-ci 
proviendraient à travers la suite spectrale (IV. 8. 3. 28), des parties de poids (s — l'){g — 1) + 2k' de 
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la composante n°°'°-isotypique de 

pour 1^1' <l avec s{g - 1) + 2{k + 1) = (s - l'){g - 1) + l'{g -l) + 2ô + 2k', soit k' = k + l-ô 
avec < (5 < qui sont nulles d'après l'hypothèse de récurrence. En ce qui concerne les parties de 
poids mfe des -Ej^.pL ^'''•^"^■'''''^[11°°'°] pour r > 0, elles proviennent à nouveau des parties de poids 
(s - l'){g - 1) + 2k' des composantes n°°'°-isotypiques des iï^-'^-i(Af=f/, Z', tTo) (g) Cp^) ® 

[k' ,1-1- k']^,^ pour 1 < r < s avec k' = k + l- ôeiQ^ô = {l- l'){g - l) + r < V , ce qui 
impose d'après l'hypothèse de récurrence l' > l, avec ^ = Oet k' = k + 1. On remarque alors que 

[k, ï^i, r , s-i-k-i].^ « LMi-'-^^^^^^^) 

serait un constituant de El^p^[Tl°°'°], ce qui n'est pas d'après la proposition (V.1.1). 

□ 

Remarque : On pourra voir la figure (4), oii l'on a représenté pour s = 4 et g = 2, les i?2''[n°°'°] 
de la suite spectrale des cycles évanescents. 

V.2. Correspondances de Jacquet-Langlands globales 

Badulescu m,'a expliqué que les résultats de ce paragraphe peuvent s'obtenir aisément via la 
formule des traces simples. Nous avons tout de même souhaité montrer comment ils découlaient 
de nos calculs. 

On rappelle que D et D sont des algèbres à division sur un corps global F d'égale caractéristique 
p, telles que : 

pour tout place x ^ od,o, — Dx ; 

- ~ GLd{F^) et inveo^"" = -l/d; 

- ~ GLd(Fj et iuYoD" = l/d. 

V.2.1. Proposition. On fixe un diviseur g de d = sg ainsi qu 'une représentation irréductible 
cuspidale unitaire tToo de GLg{Fao). Il existe alors une bijection dite de Jacquet-Langlands entre : 

- les représentations irréductibles automorphes II de telles que Uao — JL~^([s — IJttoo)» 

- les représentations irréductibles automorphes H de vérifiant l'une des deux conditions suiv- 
antes : 

(a) Hoc est isomorphe à[s — 1]tv^ et Ho est une représentation de carré intégrable; 

(b) Hoc — [s — l],roo et Hg ~ [s — IJtto pour ttq une représentation irréductible cuspidale de 
GL,{Fo). 

compatible aux correspondances de .Jacquet-Langlands locales, soit H ' ~ n°°'° et TIq ~ JL(no) 
dans le cas (a) et IIq ~ * JL(no) dans le cas (b) où *7r désigne la représentation duale associée à 
TT pour la dualité de Zelevinski. En outre on a m (H) = m (H). 

Par ailleurs soit 11° une représentation de {DD^ telle que pour toute représentation Hq de 
GLd{Fo) avec II :— W°Iio vérifiant Ilyp(oo), Hq n'est pas de la forme [s — 1],^^ ou [s — 1]^^^ pour 
TTo une représentation irréductible cuspidale de GLg{Fo) avec d = sg. Alors il n'existe pas de 
représentation irréductible automorphe II de telle que 11°°'° ~ 11°°'°. 

Démonstration. — Posons poo — JL~^([s — IJti-oo)- 

°° < < 

- Soit n une représentation automorphe de telle que IIoo — [s — IJttoo Ho — [s' — l]7ro pour 

une certaine représentation cuspidale unitaire ttq de GLgi{Fo). D'après la proposition (IV. 5. 4.1), 
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pour tout 1 ^ Z < s', on a 

m{U)Uix[s' - l - g) {e "''"^"'"' r') 

«ea(7ro) 

Par ailleurs ce dernier est aussi égal à 

\im H'>iMl^^,J^{g', s', no, I)(^Cp^®ni'^ [s' - l - l]^J[n°°'°] 
/ 

€ea(7ro) 

qui d'après le lemme (IV. 5. 4. 7) est égal à 

n €ea(7ro) 

où n décrit les représentations irréductibles automorphes de telles que n°°'° ~ n°°'°, IIoo — 
JL-i([^],^) etn„~ JL-i([^]^J. ^ ^ 

- De la même façon, soit H telle que IIoo — [s — ^-k^ et IIq 'r^ [s' — On reprend la preuve 
de la proposition (IV.8.3.4). Pour l = s', le lemme (IV.5.4.7) donne 

\imH'>{MÎÎ,J^ig',s',no,I) [^].J[n°°'°] = 

neu^(n~.<') iea(7r<,) 

oîi désigne l'ensemble des II automorphes telles que 11°°'° ~ 11°°'°, IIoo — JL~^ ([s — IJttoo ) 

et Ho [s' — IJtt^. Par ailleurs pour Z = s' — 1, on trouve que 

» neu-ô-(n~.°) 

neUr.(n~.o) ^ €ea(7ro) 

D'après la pureté, le terme de gauche de l'égalité ci-dessus doit être égal à 

de sorte que la dualité de Verdier donne le résultat. 

< > 

- Supposons que Ho ne soit ni de la forme [s' — IJ^r^ ni [s' — IJ^r^ pour tout diviseur s' de d = s'g' 
et toute représentation cuspidalc tTq de GLgi (Fq). Supposons qu'il existe une représentation II telle 
que 11°°'" ~ n""'" et soit s', tto tel que Ho ~ JL^^([s' — Ij^a)- Le lemme (IV.5.4.7) donne comme 
précédemment 

H"iJ^{g,s',7To)(^[s^lUJ:^{ ^ "i(n)) 

neit-D(n~.°) €ea(7ro) 
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de sorte que 

i ^ neiiBCnoo.o) 

red^^f'jTz- (no))+( J2 rn(n))[^].<,7[O"].<,®S(«'-i)/2')0 C') 
neii-p(n~.o) ^ |ea(7ro) 

La condition de pureté et la compatibilité à la dualité de Verdier, impose alors que Hq est soit 

< > 

isomorphe à [s' — 1]^^^ soit à [s' — Ijjr^ d'oiî la contradiction. 

Ce dernier raisonnement montre en outre qu'étant donné une représentation II comme dans 

l'énoncé, il lui correspond une représentation II vérifiant les conditions de l'énoncé. Dans le cas oii 

Ho [s' — l],rc,, l'égalité s = s' découle du corollaire (V.3.3). 

□ 



V.3. Composantes locales des représentations automorphes vérifiant Ilyp(oo) 

Les résultats ci-dessous sont bien connus dans le cas où il existe une correspondance de Jacquet- 
Langlands vers GL^^F), à partir des travaux de Moeglin-Waldspurger. C'est le cas par exemple 
s 'il existe une place x telle que est une algèbre à division sur ■ 

V.3.1. Proposition. — Soit II une représentation irréductible autom,orphe de D'^ vérifiant 
Hyp(/3oo)- Pour tout ^ i < d, il existe alors un réel S ainsi que des entiers Ui tels que : 

- Y!lZlni{d-i) =d, 

- pour i tel que Ui ^ 0, Uj = pour j = i + 1 mod 2, tels que pour toute place o telle que 

~ GLd{Fo), il existe : 

- des entiers tj > 1, gj, 1 ^ j ^ u, et t',., g'j^, l ^ k ^ u' , avec J2^=i ^j9j+J2k=i ^'k9'k = ^' 

- des représentations irréductibles cuspidales ttoj et n'^ de respectivement GLg- (Fq) et 
GLg'^{Fo) telles que T^o,j{5) et no i^{ô) soient unitaires 

vérifiant les conditions suivantes : 

- pour tout i^i < d-1, J2k / t'^=d-i-i 9k = ; 

< < ^ ^ 

- Ho est l'induite irréductible [ti — ^ x - ■ - xltu — l]-n-o,„ x [t'i — 1]^' ^ x • • • x [t'^, — 1]^^' ^ , 

avec : 

- si u > alors pour tout j , Sj = 1 mod 2 ; 

- si u = alors tous les s» ont la même parité donnée par (— 1)*'"-^ = e(n). 

On en déduit en particulier les corollaires suivant. 

V.3.2. Corollaire. — Pour toute représentation automorphe de vérifiant Hyp(p(x)); Id con- 
jecture de Ramanujan-Peterson est vérifiée. 

V.3.3. Corollaire. — Soit II une représentation irréductible automorphe de vérifiant 
Hyp(poo) et supposons qu'il existe une place oq telle que D^^^ ~ GLd{Fo„) et Tlo^ tempérée, i.e. 
avec les notations du théorème précédent t^ = l pour tout l ^ i ^ u' (resp. IIoq ~ [s — ^Ivog pour 
TToo une représentation cuspidale de GLg{Fof,) avec d = sg). On en déduit alors, en utilisant les 
notations du théorème précédent, que pour toute place o non ramifiée, pour tout 1 ^ /c ^ u' ( resp. 
pour tout l j ^ u) = (resp. tj — 0), i.e. TIq est tempérée et Ui ^ pour tout ^ i < d — 1 
(resp. Ui = pour i ^ s et ÏIq — [s — 1]^^'^ _^x---XTr' ,)■ Dans le cas d'égale caractéristique, on en 



^^^Ui représente la dimension de la partie primitive de la représentation galoisienne de 
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déduit en outre que IIoo — [s' — 1]tt^ (resp. Hoc — [s — ^-Ko^) avec poo cuspidale de GLgi{F^) 
(resp. de GLg{F^) Le. le même s et g que celui en la place oq) avec d = s' g' (resp. d = sg). 

V.3.4- Corollaire. — £"71 égale caractéristique, soitH une représentation irréductible automor- 
phe de telle que Hx, est de la forme [s — l],r^ (resp. [s — ^Ittoo) POur tToo une représentation 
irréductible cuspidale de GLg{Foc) avec d = sg. Pour toute place o où ~ GLd{Fo), la com- 
posante locale Ho est tempérée, Le. de la forme \ti — IJtt,, ! x • • • x \tr — l]7r<,,„ (resp. de la forme 

[s - i]-Ko,i X • • • X [s - i],r„,„J- 

Remarque : On en déduit en particulier que l'hypothèse 14.23 de [19] est vérifiée. 

Démonstration. — On reprend les notations de la proposition (V.3.1). Dans le cas IIoo — 
[s — IJtt^, si u > (resp. u = 0) la représentation galoisienne 

a(n):=|ci|(<^-i)/2 <-:,^:^in~] 

i=l mod 2 

(resp. a(n) := \c\\^''-')'^ <J+nn~]) 

i=e(n)+lmod2 

est telle qu'en toute place x ^ 00 telle que ~ GL4{Fx), aCiTjx est la représentation de 
Langlands LdiH^) associée à la composante locale Tl^ de H. Il est alors connu qu'il en est de même 
à la place 00 de sorte que a{U) est irréductible ce qui implique qu'il existe un unique i tel que 
iî^_^p+*[n°°] soit non nul : la dualité implique qu'il s'agit de i = 0, d'oîi le résultat. 

Dans le cas oiî 11^ ^ on considère ij(n) := 0i=s_imod2 -^^oTpi*[n°°]- 

môme raisonnement que précédemment s'applique où cette fois a{H)oo est la somme di- 
recte de s représentation irréductible de dimension g. Or d'après le théorème de Cebotarev, 
(7(n) = ®j=s_ii„od2 ^d-i+i où V^-i+i = os;rs;d-i Wr OÙ Wr cst de dimension Ur- D'après la 

r=S — lmod2 

pureté on en déduit alors que chacun des Vd-i+i pour i = s — 1 mod 2 et \i\ < s est de dimension 
g de sorte que tous les nj sont nuls sauf nds = g, d'où le résultat. 

□ 

Remarque : Dans le cas où l'on dispose de la correspondance de Jacquet-Langlands globale entre 
et GLd{A), ces résultats sont compatibles avec ceux de Moeglin-Waldspurger. En effet soit 
JL(n) la représentation de GLd correspondante qui est donc de carré intégrable modulo le centre. 
Si JL(n)oo — [s — IJtt^ pour tt^o irréductible cuspidale, alors JL(n) est cuspidale de sorte que ses 
composantes locale JL(n)o sont génériques et même tempérée d'après la conjecture de Ramanujan- 
Peterson prouvée dans ce cadre par Lafforgue. Si JL(n)oo — [s — 1]^^ alors JL(n) ne peut être 
cuspidale car [s — ï\oo n'est pas générique de sorte que d'après Moeglin-Waldspurger, JL(n) est 
de la forme [s — l]jj pour n une représentation cuspidale de GLg{A). 

Démonstration. de la proposition (V.3.1) : A torsion par un caractère près, Hq est unitaire et 
donc d'après la classification de Tadic de la forme 

où TTo.i sont des représentations irréductibles cuspidales unitaires de GLg^{Fo) avec 

X]"=i Si^'^iti = fît où on induit par rapport aux paraboliques opposés aux paraboliques stan- 
dards. L'induite étant irréductible, l'ordre des facteurs n'importe pas. Soit alors r ^ 1 tel que 
TTo := 7ro,i(Ai) ~ ••• ~ 7ro,r(Ar) et TTo,i{Xi) n'est pas isomorphe à ttq pour i > r. On note 
Iq := rnaxi^i!^r{si,ti}. On note g l'entier tel que tTq est une représentation cuspidale de GLg{Fo). 
Par ailleurs soit ^ ki (resp. ki ^ ^2, resp. ^2 ^ fcs ^ r) tel que pour tout 1 ^ i ^ fci (resp. 
fci < i ^ k2, resp. k2 < i ^ fcs) on ait Si = ti = Iq (resp. ti < Si = Iq, resp. Si < ti = Iq) et 
maxks<i^r{ti,Si} < lo- 
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V.3.5. Lemme. — Pour tout max{s,t} < l ^ st, j:edj^_i^^^^ ^{[s — ) = (0). 

Démonstration. — Le résultat découle essentiellement de [24] et en particulier du lemme suivant. 



V.3.6. Lemme. — Pour tout s, t, les constituants de JNg,2g,--- ,3tgi[^ ~ \t^] ^ ^^'^^ '^^ la forme 
T^o C~^2~'^ " "'(-'-)) ® ■ ■ ■ ® '!^o C~^2~^ ~ ^i^^)) multi-ensemble R := {a'(l), • • • , cr{st)} est tel que 
{'^o C~^2~^ — 1") / r G R} soit égal au support cuspidal de [s — • Pour tout ^ i ^ st — 1, 

on pose (T~^{i) = {ni{l) < ni{2) <•••}. On a alors les conditions suivantes : 

(i) pour tout 0^fc<s— 1 etQ ^i < t, on a nt_i+;j_i(min(A; + l,i + 1)) > n(+A;_j (min(A; + 
2,i + l))/ 

(a) pour tout ^ k < s et tout 0^i<j<t, ona nt-i+fe-i(min(A; + l,i + 1)) > 

«t-i+fe-j(min(fc + l,j + 1)). 

Remarque : Quand on regarde le support cuspidal de 



[i-ik(^)œ---[i-iU(i^) 

dans l'ordre de gauche à droite, pour tout 0<fc<s— letO<i<t, le 7ro( *"^^~^ — (t—l + k—i)) 
du fc-ème facteur est le min(fc + l,i + l)-ème. La condition (ii) du lemme affirme que dans un 
même facteur, on doit prendre les 7ro(i) de gauche à droite, tandis que la condition (i) précise que 

le TToii) du fc-èmc facteur arrive après le 7ro(î + 1) du fc + 1-cmc facteur. 



Démonstration. — En remarquant que {[s — ) s'injecte dans les induites 



[t - X [s - 2][îrï],^^_,,,, [t - ffl [t - X {s - 2)[,^j^^^_^^ 

on se ramène aisément, par récurrence sur s, au cas s = 2 soit à étudier [t — l]7ro(i/2) 
\t — l]n-„(-i/2)- Or dans le groupe de Grothendieck, cette dernière est égale à 



[t - l]7r„(l/2) X [i - l],ro(-l/2) " [ * Itt» X - 2]^„ 

La condition (ii) constitue l'unique restriction sur les a pour l'induite totale \t — 1\t^^{i/2) x 
[t — l]7ro(-i/2)- Il suffit alors de remarquer que les a vérifiant (i) et pas (ii) sont obtenues à partir 
de [t]-K„ y- \t — 2]^^, d'oii le résultat. 

□ 



Ainsi si on obtenait un constituant de la forme [I — 1]^^ (g) tt, on en déduirait, par transitivité 

du fonctcur de Jacquet, avec les notations du lemme précédent, que la bijection ao telle que 
ao(î) = o'(l) — i + 1 pour 1 ^ i ^ Z vérifierait les conditions (i) et (ii) ce qui impose l ^ t. 

De même si on obtenait [l — V\Tt„® tt, la bijection telle que cto (i) = cto (1) + i — 1 pour 1 ^i ^l 
vérifierait les conditions (i) et (ii) ce qui impose l < s, d'oii le résultat. 

□ 

On en déduit alors que pour tout / > Iq, l'sdjj^.i^ji^^j )(no) est nul de sorte que d'après 

(IV.2.2.13), que pour tout Iq < l s, J2,{-'^TH'{jf^ HTp^{g,l,Tro,Ui))[Il°^] = 0. D'après le 
lemme (IV. 6. 1.1), on en déduit alors que H'{jj'J^HTp^{gJ..no.ni))[ïl°°] est nul, pour tout i. 

V.3.7. Lemme. — Soit l := max{s,t}. Si l > t (resp. l > s), alors 



est isomorphe à 



/ i_ (t-l)(°a-l) r ti 

(-1)' = 

{resp.^ ^ 
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Dans le cas l = s = t, on obtient la somme des deux termes ci-dessus. 

Démonstration. — L'argument, d'après le lemme (V.3.6), est le même que celui de la preuve du 
lemme (V.3.5). 

□ 

Ainsi d'après (IV. 2. 2. 13), on en déduit que 

e(n)^(-iriî^(jf°«iîr,„(5,Zo,7ro,no[d-M)[n~] 

i 

qui d'après ce qui précède est égal à e(n) ^.(— l)'iî*(_j,^'°^iîTp^(g',Z,7ro,n;)[d— log]), est donné 
par 

ES-V^(-l)'°-V[si - ilrî~-ri X ••• X k_i-i]. X 

i=fci+l 

,ti - 1 



- l]rf — ïi X . . . X [si_i - l]r| 7, ; 

i=fe2 + l 

,1 - s 



ni(^r^) X k-2],r-ri )x 



En utilisant que pour tout i, H^{jfJ'°^ HT^^ [g, la, tto, Ili)[d — log]) est pur de poids d — log + i, 
on en déduit alors que ceux-ci sont alors isomorphes à 



X {[lo - M^t^,^^^,,,/' X [s, - X ... X K - 

pour i = 1 — lo 



n^^) X iHo - 2],^,^^^_^^^/^ X [S, - X ... X [s„ - 

pour i = lo — 1 

e(-l)'«-l([^7^],J-^, X ... X [Si-i-i],. X 

ki<k^k2 I l—tk=i 
,ti-l. 



pour ^ — i < ^0 — 1 



, 1 - s,; 



n;(^) X [a, - 2][|^j^^^_^^^^) X [s,+i - X ... X K - l][t3ï],„,„,,„,) 

pour < i < Zo — 1 



V.4. PURETÉ DE LA FILTRATION DE MONODROMIE DES H*^ 



149 



Si on veut que ces résultats soient compatibles à la dualité de Vcrdier, il faut alors que pour tout 
i, mm{si,ti} = 1. En outre s'il existe i tel que ti > 1 alors e(n) = 1 et pour tout j, Sj = lmod2. 
Si pour tout i, ti = 1 alors tous les Si ont la même parité donnée par (— l)"'"^ = e(n). 

Par ailleurs les H^{jfJ'^ HTp^{g, 1,1^0, \l — '^]'Ko)[d — lg\) (S) Z/p(7ro)(l — Ig) servent à calculer la 
cohomologic de la fibre générique via la suite spectrale des poids. On en déduit alors que tous les 
poids Lg{'Ko,i{Xi)) s'obtiennent à partir de ceux obtenus par la cohomologie de la fibre générique 
par une translation entière, d'où le résultat. 

□ 



V.4. Pureté de la filtration de monodromie des H^^ 

V.4-1- Théorème. — Pour toute représentation irréductible H et pour tout i, les gradués, 
5""fe.Poc [n°°] de la filtration de m,onodromie de H^^ ^^[11°°] sont purs de poids d ^ 1 + k En 
fait pour i ^ d — 1, l'opérateur de monodromie N agit trivialement sur les . 

Remarque : Il s'agit donc de prouver la conjecture de monodromie-poids, dite globale, résultat 
déjà connu en égale caractéristique d'après Deligne. On ne cherche pas ici à prouver ce résultat 
dans cette situation, puisqu'à de nombreuses reprises nous avons déjà utilisé la pureté des gradués 
de la filtration de monodromie. La preuve qui suit n'a donc de sens qu'en caractéristique mixte. 

Démonstration. — Soit une place non ramifiée. Remarquons tout d'abord que s'il n'existe pas 
de n; (6) tel que n°np ne vérifie pas Hyp(oo), alors tous les i/*^[n°°] sont nuls. Considérons alors 
n irréductible vérifiant Hyp(oo) de sorte que, d'après ce qui précède, Hq est de la forme 



[si - 1]^^ 1 X • • • X [s„ - X [tl - l]^'^ .^ X • • • X [t„ - 1]^/^^ 

avec -ïïo,i et tt^^ irréductibles cuspidales unitaires de respectivement GLg. (Fo) et GLg'^{Fo). On 
étudie alors la suite spectrale 

= W+i [gr-i,,^ ) H'+j;j-^ (V.4.0.40) 

D'après le théorème (IV.4.4.4), les H'' {grk,p^)\n.'^'°] se calculent à partir des H''{V{gi, l, Tro,i))[Il°°'°] 
pour 1 ^ i ^ u et 1 ^ Igi ^ d ainsi que des iî''(7'(g', tt^ j))[n°°'°] pour 1 ^ i ^ u' et 
1 ^ Ig'i ^ d. Le calcul de ces derniers s'obtient par récurrence descendante sur l via le calcul des 
red''^^ , ^ (ILo)- 

A priori, pour une preuve rigoureuse on devrait introduire des notations comme dans la preuve 
de la proposition (V.3.1) en regroupant les tTo.i qui sont isomorphes, puis en les triant selon 
leur Si. Cependant comme le foncteur de Jacquet est additif sur les induites et vu que les 
H^{j^^^HT{g,l,Tro,ïli))[ïl°°'°] se calculent à partir de ceux-ci, par récurrence, on remarque alors 
que les divers tTo,, n'interagissent pas entre eux de sorte que chacun des H^{jfJ'^ HT{g, l, tTq, n;)[d— 
Z5(])[n°°'°] sera de la forme 

H{i,Tro,l,Sk,-)® H{i,Tro,l,tk,+) 

oii H{i, TTo, l, Sk, — ) (resp. H{i, tto, l, tk, +)) correspond au calcul de 

H^jf^HTig, l, TTo, Ui)[d- Z5])[n~'1 

effectué comme si k est tel que pour tout l^iy^k^uet pour tout 1 ^ 7 ^ u' (resp. pour tout 
l^i^uetl^j^k^ u'), TTo,i et tt^ ^ ne sont pas isomorphes à tTq. Plaçons nous alors dans une 



(^^plus le poids de pac que l'on supposera nul 

'®^On peut en outre supposer que ce dernier soit de même support cuspidal que Ylo 
(^)En outre tous les Sj ont la même congruence modulo 2. 
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telle situation, i.e. Hq ~ [s — 1]^^^ x tTo,! (resp. Eq ~ [s — x 7To,i) on tTo,! est une représentation 
irréductible de GLd-sg{Fo) de support cuspidal disjoint de la droite associée à Wo irréductible 
cuspidale de GLg{Fo). Les calculs sont alors exactement similaires à ceux déjà effectués, rappelons 
rapidement comment cela s'articule. 

- pour l > s, les Wd^^^ HT{g,l,TTo,Ili))[Il°°'°] sont nuls : on procède par récurrence descen- 
dante sur l de Sg k s + 1. Le cas l = Sg quand Sgg = d découle du lemme (IV. 5.4. 7) en utilisant 
le théorème (V.2.1). Dans les autres situations le résultat découle du fait que red'^ , < — (Ho) 
est nul; 

- pour Z = s, on a H"{jf/^HT{g, s', tt^, [s - l]^J[d ~ sg]}[Il^'°] ^ H,, '■^^ ■ le résultat découle 
directement du point précédent et du fait que red*^_,,^< — , ^(^o) = tTo i{sg/2) (g) S~2^ ; 

- pour 1 ^ Z < .s et Ho ~ (s - x tïo.i-, tous les WijfJ^''' HT{g, l tTo, [l - sont 
nuls : la preuve est strictement identique à celle de la proposition (IV. 5. 4.1) ; 

- pour 1 < Z < s et Ho ~ [s - x tTo.i, les H'ijf^ HT{g,l,T^o, ^^]^o)[d - Ig])]^"^'"] sont 
nuls pour \i\ >s — l ou i = s — l— 1 mod2. Dans les autres cas, il est isomorphe à 

([^-lkx[ ^ ]-Jx[ ]x„<8)(S = © ^ ) 

«ea(7ro) 

La preuve est identique à celle de la proposition (IV. 8. 3. 4). 

On revient alors à l'étude de la suite spectrale (V. 4. 0.40) dont on vient de déterminer les 
termes El'-' La détermination des flèches d^'"' se fait alors comme dans la preuve de la 

proposition (V.1.1) car à nouveau les divers Wo^i n'interagissent pas entre eux dans les arguments 
de dualité. Considérons en effet le cas de deux contributions : si celles-ci correspondent à des 
Steinberg généralisées alors tout est concentré sur les iî° de sorte que toutes les flèches sont 
nulles. Supposons donc avoir à traiter le cas de deux Speh Si elles sont de même longueur, on 
se retrouve alors dans la situation de la preuve de (V.1.1) mais avec des multiplicité 2, ce qui ne 
change en rien les arguments. Supposons les alors de longueur distinctes, V < l et reprenons les 
arguments de la preuve de (V.1.1). Tant qu'on étudie des W{grk) avec min{|i|, |fc|} > l, il n'y a 
rien à rajouter car n'intervient que la composante de plus grande longueur. Dans les autres cas, 
l'argument consiste à comparer par dualité les termes et H~^. Pour i > 0, (resp. iî~') est 
une somme directe constituée de représentations de la forme 

[r=l],„ X ([^^]^„3?[i' - n - r2 - [/W]^J (V.4.0.41) 

avec r2 < l'/2 (resp. n < V/2) (^o) 

([n - i]^^x[i - ri - r2 - lUx[r2 - i]^J x [V^lU (V.4.0.42) 

avec r2 ^ 1/2 (resp. ri ^ 1/2). On remarque alors que les composants de (V.4.0.41) sont disjoints 

> > 

de ceux de (V.4.0.42), sauf éventuellement [/ — 1]^^ x [l' — 1]^^. Ce sont donc les seuls qui peuvent 
rester dans l'aboutissement ^^^h Pour voir que ces derniers restent effectivement dans l'aboutisse- 
ment il suffit de remarquer qu'ils n'apparaissent que dans les termes H^{gro)[Tl°°'°] de sorte qu'il 
ne peut y avoir de simplifications, d'où le résultat. 

□ 



(*)Dans le cas respé on utilise que (—1)"^^ = e(n). 

(^^Lc cas d'une Spcli avec une St se traite de la même façon. 

('^'^^On peut être plus précis, cf. la proposition (IV. 8. 3.4). 

(^^)On le savait déjà car seules les représentations automorphes subsistent dans l'aboutissement. 
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CAS DE LA CARACTÉRISTIQUE MIXTE 



Il s'agit dans un premier temps de donner la correspondance entre nos notations et celles de 
[14]. 



égale caractéristique : 


caractéristique mixte : [14] 


F 


F 









^ F^.J.4,m 


Lg 


recp 


cl 


Art^^ 




Gr(A) 




G(A°°) = G^(A°°) 




Xu 




Xu 






Ph,d 


Pd-h 














Poo 




Ph,d 





où on a 

r 

G(Qp) ^ Q; X GLd(Fj X UiB^JX 

i=2 

r 

G(A°°) = G{A°°'P) X X GL4F^) x HiBZT 

i=2 

L'algèbre D associée aux points supersinguliers est Hz (cf. [14] p. 153, qui dans [13] p. 33 et p. 62 
est noté Ix) où z est un point de la strate basique (groupe des quasi-isogénies du triplet {A, A, i) 
associé à z, cf. loc. cit.). 

A. 0.0.1 — Notes sur les induites : dans le but de garder la même combinatoire avec les mêmes 
notations, il convient de faire les modifications suivantes aux définitions du §11.1.1. 

- comme précisé plus haut, on considère les paraboliques standards (en caractéristique mixte) 

en lieu et place des paraboliques opposés (en égale caractéristique) en particulier dans la 

définition de red^ ; 
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pour TTi (resp. 772) une représentation de {Fo) (resp. tti x ^2 désigne l'induite 

Ind^^^i+^'^f^^ 7ri(n2) O M-^i)- 

Dans le cas oiî n\ = hg et n2 = hg, 'k\X-k2 (resp. 7riS<"7r2) désigne l'induite normalisée 
T^i{-h) X 7r2(Zi) (resp. 7ri(/2) x 7r2(-/i)) ; 

soit g un diviseur de d = et tTq une représentation irréductible cuspidale de GLg{Fo). Pour 
1 ^ h ^ d, le foncteur de Jacquet vérifie les propriétés suivantes : 
- si gf ne divise pas h, alors 



si h = Ig alors 



y(7ro, s) est ici l'induite tTo{^-^) x • • • x 7ro(^^). La représentation de Steinberg généralisée 
Sts(7ro) (resp. Spelig(7ro)) est encore notée [s — (resp. [s — l]-w„) et de manière générale on 
reprend les notations de §11.1.1 de sorte que par rapport à la remarque (II. 1.1. 6), les flèches 
correspondent aux orientations du graphe 



numéroté donc dans l'ordre inverse par rapport à loc. cit. de sorte que les orientations 
sont cette fois-ci compatibles aux foncteurs de Jacquet pour les paraboliques standards. On 

notera par ailleurs que ce l'on note, par exemple, [l — l,s — /]^^ dans ce paragraphe, est noté 

> < 

[s — 1,1 — Ij^r^ au §11.1.1 de sorte que, par exemple, les énoncés locaux en égale caractéristique 
et en caractéristique mixte, bien que noté de la manière similaire avec nos notations, sont en 
fait duaux. 

A.0.0.2 — On a ainsi : X^^p^'^ = ^[/p~m,M Xp^A^a/M^) GLdiOo/M]^) et donc 

u u 

où les X^p m M sont munis par correspondances d'une action de Z x GLd-h{Fo) de sorte que 


Z x GLd-h{F,). 



l'action de ( ( ° ) , Co) € Ph,d{Fo) x Wo est donnée par l'action de (val(det ^q) — deg Co, gf) € 

^ 9o 



A. 0.0. 3 — En ce qui concerne les propriétés cohomologiques associées aux systèmes locaux 
d'Harris-Taylor du paragraphe (IV. 2. 2), elles sont présentes dans [14], soit : 

(a) l'isomorphisme (IV. 2. 2. 12) avec l'action de G(A°°), est donné au corollaire IV. 2. 3 et IV. 2. 4 
en utilisant la formule du bas de la page 138. L'action de Z dans l'énoncé de (IV.2.2.12) découle 
de l'action naturelle de Z sur les variétés d'Igusa de première espèce, cf. loc. cit. p. 122 ; 

(b) la proposition (IV. 2. 2.1) correspond au corollaire IV. 2. 8 de [14], oîi donc l'action d'un 
élément 

r 

G(A-'P) X X GLr,-h{Fu,) X GLh{F^) x HiB^^X x Wf^ 



(^)On rappelle que pour tout ÎJ, il y a un morphisme radiciel I^J ^ — > ^[fp_J2,M 
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est donnée par l'action de 
avec 

r 

G('>)(A-) = G(A°°'°) X x X x HC^S!)^ 

i=2 

OÙ (5 e 1?^^ est tel que w(dei5) = w{a) — ^(det^^) et ODp^_„_h est l'ordre maximal de 
Dp^^n-h ; 

Remarque : On notera que les signes opposés dans w{a) — w{àei g^) sont compatibles à l'utilisation 
des paraboliques standards Ph,d dans les formules d'induction tout au long de la preuve, cf. par 
exemple la proposition (1.5.3.10). Les preuves sont par ailleurs strictement similaires en modifiant 
les calculs de red^^ . Dans certaines formules où n'apparaît pas les notations x ou x qui intègrent 
les modifications à effectuer entre égale et inégale caractéristique, il faut rajouter un signe devant 
la torsion pour l'action du groupe linéaire; en particulier la formule (V. 1.0. 39) doit se modifier 
comme suit : 



limHt''{Mj-^'l,,W,T^o)i^C,J[TL'=^'"] = 
I 

de sorte qu'en tant que GLd{Fo) x Wo-module, on a 

lhr,Hi-'<>{MY^l,HT,^{g,l,T,o, [î^].„))[n~'°] ® = 

m(n)e^„ Indp^^'j(^j)[l - l]^^{(s-i){g-i)/2) ®[s-l- l]^„(_i(g_i)/2) 't' ' 

~ m(n)e^^[Z - l],r<,^[s - l - Ij^To s"* 's' 

où l'on notera bien que !F{g,l,TTo) est le faisceau induit à partir du système local d'Harris- 
Taylor, ^jL-i(sts(7ro)v), de même que V{g, 1,1^0) est l'extension intermédiaire de T{g,l,-Ko)[d — 
lg\ ®[l — l],ro ® Lg(iToY ■ De manière générale il faut aussi remplacer JL~'^(») par JL~"^(»)^. 

(c) la condition Hyp((X)) est la suivante : IIoo est cohomologique pour une certaine représentation 
algébrique ^ sur C de la restriction des scalaires de F à Q de GLg, i.e. il existe i tel que 

H\{UeGr{R)) ®M C, Ur,!!^® O ^ (0) 
où Ur est un sous-groupe compact modulo le centre de G,- (M), maximal, cf. [14] p. 92, et où ^' est 
le caractère sur C associé à Ç via un isomorphisme Q; ~ C fixé. On dira que II vérifie Hyp(^) si H 
vérifie Hyp(oc) pour 

(d) l'équivalent de la proposition (IV. 2. 2. 4) correspond à la deuxième identité fondamentale, 
théorème V.5.4, où Red est définie p. 182. 

Retour sur la preuve de la proposition (IV. 7. 3. 2). — : (d'après une idée de M. Harris) on rappelle 
que dans [14], la somme alternée de la cohomologie de la variété globale à valeur dans C^, dans le 
groupe de Grothendieck correspondant, est écrite sous la forme 

où 7r°° décrit l'ensemble des représentations irréductibles de G{A°°). Par ailleurs, corollaire VI. 2. 7 
de loc. cit., s'il existe une représentation irréductible ttoo de G^(M) telle que tt := ■ïï°° (g) ttoo vérifie 
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Hyp(cx)) avec BC{iï) = {il), TV) où JL(n) est cuspidale, avec les notations de loc. cit., alors iîç(7r°°) 
est nul pour i ^ d — 1. 

Soit alors a^^ = Lg{-Ki^) et soit F^^ une extension de F^^ telle que la restriction de a^j à F^^ soit 
non ramifiée. On rappelle que l'extension F^/F^ est résoluble; cf. [22] IV-2. On globalise alors la 
situation comme dans [14] : soit F = F^ M oii M est un corps quadratique imaginaire dans lequel 
p se décompose et soit (F')+/F+ une extension résoluble de corps totalement réels telle que : 
-la place w de F+ soit inerte dans {F')^ ; 

- l'extension {F')^/F^ est isomorphe à l'extension F^/Fa,. 

On pose alors F' = M{F')^. D'après le corollaire VI. 2. 6 de loc. cit., on peut choisir une 
représentation automorphe cuspidale H de GLd(Ai?) telle que II vérifie : 

- ~ ; 

- IIoo a le même caractère central qu'une représentation algébrique de ReSq{GL4) ; 

- 11^ ~ Sts(7rj^, (g) t/j) pour un certain caractère de F^^. 

Soit alors le changement de base W := BCf>/f{TI) ; d'après loc. cit. (théorèmes VI. 1.1 et VI. 2. 9) on 
associe à II et H' des représentations tt et tt' de respectivement Gt{Af) et G,- (Ai?/) qui vérifient 
Hyp(oo) avec tt^ ~ [s — l]ç ffl • • • ffl [s — l]ç, pour ( un caractère de F^. Par ailleurs d'après le 
théorème VII. 1.9 de loc. cit. appliqué aux bonnes places de F, et en utilisant le théorème de 
densité de Cebotarev, on en déduit que la représentation galoisienne Rç'{7t '°°) est isomorphe à 
Rd'^°°)\G^i(F'/F') avec 

de sorte que R^{Tr°°) ~ Spg (g) Lg{-KoY , à!où le résultat. 

□ 
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B.l. sur les faisceaux 

(1) - m^A/^^j ^ R-^vMi) ® -Cp^ ; 

- iî*^<,(Q;)[d - 1] est un objet de FPH(MsJ ; 

- -R*>7o(Q;)M - 1] = 07r„eCusp(d)-^*'7o,7ro(Q;)M - 1] avec les notations de la propo- 
sition (IV. 4. 1.3), où Cusp(d) désigne l'ensemble des classes d'équivalence inertielle des 
représentations irréductibles cuspidales de GLg[Fo) pour tout 1 ^ <? ^ d; 

- r)a,Tra{^i)[d — 1] est mixte de poids d— 1 ; sa filtration de monodromie est égale à celle 
par le poids au décalage de d — 1 près, on note gvk^T^^ le gradué de poids k de sa filtration de 
monodromie de sorte qu'en particulier : grk.TTa—-^gr-k.T:o '■ 

- pour 1 ^ g ^ d et TTo une représentation irréductible cuspidale de GLg{Fo) ; pour tout 
|fc| < Sg := ld/g\, dans FPH(MsJ on a (cf. IV.4.4.4) : 

e , , , Ig + k — 1^ 
y{9,l,T^o){ ^ ) 

fc|<l<Sg 

l = k-l mod 2 

oùV{g,l,no) :=jfJ'HT{g,l,TTo,[l^^^o)[d-l9](^Lg{no); 

- la suite spectrale des poids (IV.4.1.17) dégénère en E2 et les applications d^-' sont induites 
par les suites exactes (IV. 3. 2. 15). 

(2) HT{g,l,T:o,Tli)[d — Ig] G FPII(Ms^) est pur de poids d — Ig pour tTq unitaire; ses 
faisceaux de cohomologies h^jfj^ HT{g,l,iTo,Ili)[d — Ig] sont, pour g > 1 nuls pour i ne 
s'écrivant pas sous la forme lg—d+a{g—l) avec ^ a < Sg—l et pour un tel i = lg—d+a{g—l), 
isomorphe dans FH(Ms^) à 

jfii+-)<^HT{g, l + a, 7r„, n,7[^],J ® 

(3) Pour tout 1 < Z < Sp, on a, cf (IV. 5. 3. 3), l'égalité dans (5 

«s 

jf''HT{g, l, 7r„, ni)[d - lg\ = ^j^:'^HT{g, i, tt^, Tlix[i-l-l]^J[d - ig] ® S^^^^ 

i=l 

Dualement on a 

Sg 

RjfoHT{g, l, TTo, ni)[d -lg]=J2 ju'HT{g, i, tt^, nix[i-l-l]^J[d - ig] ® 
On en déduit alors que, au moins pour g > 1, 



(i)pour g = 1 cf. (IV.4.4.7) 
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R'jf^HT{g, l, no, Ili)[d - Ig] = 

(r,a) / i={l-\-r-\-a)g — d — a 



B.2. de groupe de cohomologie 

- Cas où Ho est de la forme Sts{7To) ■ 

(1) d'après la proposition (IV.5.4.1), HTp^{g,l,Tro,lli))[ïl°°] est nul pour tout i. 

(2) d'après le corollaire (IV.5.4.3), H'{j^^''HTp^{g,l,Tro,'ni))[U°°] est donné par 

f si i 7^ 

.„ (»-0(g-i) 



\ m{u)Ui x[s-i- ® {E '~r- ©çea(^<.) r') î = 

où 2l(7ro) est l'ensemble des caractères ^ : Z — > Q^^ , tels que ttq o val(det) ~ tto- 
(3) par application de la dualité de Verdier, W{Rj^''^ HTp^{g,l,Tro,Ili))[Tl°°] est donné par 

f si ?; 7^ 



TO(n)n, x[s-i- ® (s(^-o(s+i)/2 ^ 0^^^^^^^ ç-i) î = 



- Cas où Ho est de la forme Spehj,(7ro) : 

(1) d'après la proposition (IV.8.3.4), W{j^J^ HTp^{g,l,'Ko,'n.i))[Il°°] est donné par 



m(n)n;^[ 7^ / - ®«ea(7r„) i = l-s 

i = l — s mod 2 

[ m(n)n;V[s - z - (S^^"^ ® ©çea(.„) T') i = s-l 

(2) d'après le corollaire (V.1.2), HTp^{g,l,Tro,Ili))[U'=^] est donné par 

si i s — l 

si i ^ 

m{U)Uix(s - l - (s(«-0(5+i)/2 ^ 0^^^^^^^ ç-i) i = 



\ min)Tlix[s - l - (H """2"^'' ©çea(.„) T') i = s-l 
(3) par application de la dualité de Verdier, H^{Rj^'^ HTp^{g,l,TTo,^i))[ïl°°] est donné par 



B.3. sur la suite spectrale des cycles évanescents 

A partir du calcul des groupes de cohomologie à support compact des HT [g, l, Wo, H;), l'isomor- 
phisme (cf. la proposition (IV. 2. 2.1)) 

Hi{MrX,i,R'%o{^pJ)''^ {m{Mr,t,i,:Fr.®Cpj®u^To)f/^-'> 

Ta es h 

permet de calculer les 

I 

Les suites spectrales associées à la stratification 

EÏ'Jll = HP+^{M=l;\R'%^j^^Mi)) H^+'i{Mi,s.,R'^r,.j,M)) (II.3.0.43) 
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157 



permettent alors de calculer les termes E^'-' [Tl°°'°] de la suite spectrale des cycles évanescents. On 
résume les résultats obtenus dans 

- le cas où Ho — StsiTTo) ■ le corollaire (IV.5.4.9) donne tout d'abord : 

B.3.0.4- Corollaire. — LesH^f^,-^ ^ [n°°'°] vérifient les propriétés suivantes : 

(1) pour g divisant d= sg etHo — [s — Ij^o» Is-s iîf.^ j ^^[11°°'°] sont nuls pour h qui n'est 
pas de la forme Ig avec 1 < Z < s ; 

(2) pour g divisant d = ei Hq ~ [s — 1]-k„, les -ffijg j [n°°'°] sont nuls pour j ^ d — lg ; 

( 3) pour g divisant d = sg et Uo ~ [s — IJ^r^ , les H'^^^- [n°°'°] sont nuls pour i ne vérifiant 



pas l{g — 1) ^ i ^ Ig — 1. Si 1 ^ l < s et i = Ig — r avec 1 ^r ^ l, on a 

lg,lg-r,no,Poo I- ' ~ 

m(n)([î^, 7^1]^^ X (s - l - 1],J ® Lg(7ro)(- ^^^~^^~^^''~'^ ) 



en tant que représentation de GLd{Fo) x Wq, où mili) est la multiplicité de H dans l'espace 
des formes automorphes. 

Ainsi, cf. la preuve de la proposition (IV. 8. 1.2), les suites spectrales associées à la stratification 
sont triviales, i.e. dégénèrent en Ei de sorte que les aboutissements sont donnés par la proposition 
(IV. 8. 1.2) dont on rappelle l'énoncé ci-dessous : 

B.3.0.5. Proposition. — Pour tout ^ i ^ d - 1, les iî-'(iî'*^„,^„(Q;))[n°°'°], en tant que 
GLci{Fo) (S) Wo-modules, vérifient les propriétés suivantes : 

(1) ils sont nuls si g n'est pas un diviseur de d ; 

(2) pour g un diviseur de d — sg, ils sont nuls si j n'est pas de la forme d — Ig pour 1 ^ Z ^ s ; 

(3) pour g un diviseur de d = sg et j = d — Ig avec 1 ^ l ^ s, ils sont nuls si i n'est pas de la 
forme Ig — r avec 1 < r < / ; 

(4) pour g un diviseur de d = sg et 1 ^ l < s, iî'^~'^(iî'^'~''^^„ j^„^(Q;))[n°°'°] est isomorphe 
à 

m(n)[î^, ^l]^^x[s - l - ® Lg{no){- ~ ~ ~ ) 

Enfin la suite spectrale des cycles évanescents dégénère en E^ et l'aboutissement H^^ [11°° °] est 
donné par le corollaire (IV. 8. 1.1) : 

B.3.0.6. Corollaire. — Les groupes de cohomologie de la fibre générique iî^^[n°°'°] sont nuls 
pour i ^ d — 1 et 



- Cas où Ho — Speli^(7ro) : 

B.3.0.7. Corollaire. — Les H^f^ - .j^^^p^[îl°°'°] vérifient les propriétés suivantes : 

(1) pour g divisant d = sg etilo [s — Ijjr^, les H^^^ ■ [11°°'°] sont nuls pour h qui n'est 

pas de la forme Ig avec 1 ^ / ^ s ; 

(2) pour g divisant d — sg ei IIq ~ [s — Ij^oJ ^es H^i^ ^ ^ ^ [n°°'°] sont nuls pour j ^ {s — 

0(5 + 1); 
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( 3) pour g divisant d = sg etHo — [■ 
pa,s l{g-l)^i^lg-l. Sil^l 





m(n)([Z - r, r - x [s - / - 1]„J ® Lg{no){- 



s(ff + l)-2r 
2 



en tant que représentation de GLd{Fo) x Wo, où m(n) est la multiplicité de H dans l'espace 
des formes automorphes. 

Démonstration. — Le raisonnement est identique à celui de la preuve de la proposition (IV. 8. 1.2). 
On remarque alors que pour tout fc ^ 1, les flèches 



des suites spectrales associées à la stratiflcation sont toutes nulles. En effet, d'après le corollaire 
(V.1.2), pour que i;|;'«'J[n°°'°] (resp. i;P+^.«+'=-i;*[n°°'°]) soit non nul, il faut qu'il existe 1 ^ /i < s 
et 1 < ri < Zi (resp. 1 ^ I2 ^ s et 1 ^ r2 ^ h) avec 

{P,q,i) = {kg+'^,d-2lig- 1 + s - k,lig - ri) 
(resp. {p + k,q + k-l,i) = {hg + l,d- 2/25 - l + s - h^hg - r2))- 
Ce qui donne 1 = (3^ + l)(/2 — h); on voit alors que pour tout k ^ 1, El'l'^[Il°°'°] et 
^fc~7r'^ ''^'^^^ ne peuvent pas être tous deux non nuls de sorte que ^^[U°°'°] = 

-^i'/'tt [n°°'°] d'oii le résultat d'après le corollaire précédent. 



Enfin la suite spectrale des cycles évanescents dégénère en Es et l'aboutissement H^^ [11°°'''] est 
donnée par la proposition (V.1.1) dont on rappelle l'énoncé. 



□ 



B.3.0.8. Proposition. — Les groupes de cohomologie de la fibre générique iî^^ [n°°'°] sont 
nuls pour \d — 1 — i\'^ s ou pour i^ d — s mod 2 et sinon 
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Figure 2. H\grk,p^)[U-°°'°] pour ~ Speh4(7roo) et Ho ^ Spch4(7ro) avec tt^ 
(resp. TTo) une représentation cuspidale de GLg{Foo) (resp. GLg{Fo)). Le dessin du bas 
représente le terme E2 et donc l'aboutissement de la suite spectrale. 
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Légende pour les figures (3) et (4) ■' 

- on indique les coordonnées (p, q) telles que '"^[11°°'°] est non nulle avec H une représentation 
irréductible automorphe de telle que IIoo — St4(7roo) (resp. Speh4(7roo)) dans la figure 
5 (resp. figure 6) pour ttoo une représentation cuspidale de GL2{F^), et Ho St4(7ro) 
(rcsp. Spch4(7ro)) avec tTq cuspidale de GL2{Fo). Les représentations obtenues sont des 
représentations elliptiques de type tTq. Pour chacune de ces coordonnées, on indique qu'elle 
est la strate qui la donne dans la suite spectrale de stratification correspondante ; 

- le nombre en dessous des 3 indique le poids ; 

- toutes les flèches indiquées sont les seules non triviales et découlent des suites exactes 
(IV.3.2.15) ; 

- on note avec un cercle plus grand les coordonnées qui contribuent à l'aboutissement de la 
suite spectrale. 
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Figure 3. s = 4, g = 2 ; iJ2'''[n°°'°] de la suite spectrale des cycles évanescents : cas 
Ho = St4(7ro). Le dessin du bas représente le terme E3 et donc l'aboutissement de la 
suite spectrale. 
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h = 4x2 




3 poids=s(g-l) 




Figure 4. s = 4, g = 2 : iSf''[n°^'°] de la suite spectrale des cycles évanescents : cas 
Ho = Speh^(7ro). Le dessin du bas représente le terme £^3 et donc l'aboutissement de la 
suite spectrale. 
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Légende pour les figures (5), (6) : le nombre qui accompagne les représentations indique le 
décalage à donner à la représentation de Galois associée ; ainsi quand, dans les des suites 

spectrales (IV. 6. 2. 20) pour V{g,l,no,k), on écrit , il faut lire 




(0,0) 

Figure 5. g = 7, s = 5; E^'" de la suite spectrale (IV.6.2.20) pour l = 4 
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